PROGRAMACION LINEAL Y
ORDENACION DE LA PRODUCCION

1. El Plan de produccién de la empresa

Al programar la produccién que habra de realizar durante el préximo
periodo, el empresario debe decidir qué tipos o clases de articulos, y
en qué cantidades, producird y, ademas, en qué momento del tiempo y
por quién, secciones, maquinas u obreros, habran de ser procesadas las
anteriores cantidades, de forma tal que pueda obtener el maximo bene-
ficio. Naturalmente, cuando la cxplotacion tiene dimensiones considera-
bles y la tecnologia que utiliza es algo compleja, llega a ser extremada-
mente dificil hallar la solucién éptima del anterior problema. Pero
incluso cuando mo s¢ dan estas dos circunstancias anteriores, se suele a
menudo pretender llegar al éptimo dividiendo el probiema —que es
unico— en dos etapas: en la primera, ha de decidirse qué clase y cantida-
des de articulos hay que producir, mientras la segunda ha de permitir
ordenar en el tiempo aquellas cantidades, indicando cuales elementos,
de los quc componen la estructura productiva de la explotacién, deben
efectuar las opor¥unas transformaciones. Pero si esta division artificial
puede justificarsc por motivos de simplificacién, no es siempre acepta-
ble desde un punto de vista teérico, por las razones que mas adelante
seran expuestas. '

Hasta épocas que pueden sin exageracion ser calificadas de recientes,
cada una de estas ctapas, ¢cn que artificialmente se dividia el plan de
produccion, tan sélo podia ser rcsuelta echando mano del antiguo y
conocido método de “prueba y error”, “trial and error”. Es cierto que
existian algunos instrumentos, como los graficos Gantt u otros similares,
pero ninguno de cllos aportaba una solucién analitica al problema que
cstudiaban, sino que tan s6lo ayudaban a plantearlo, facilitando las ope-
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raciones nececsarias en la aplicacién del antedicho método. No tan sélo
no podia garantizarse la oblencién de la solucién éptima, sino que
tampoco podia irdicarse la distancia del éptimo de la solucién hallada.

La aparicion del instrumental matematico englobado en ¢l campo
mal y poco definido de la Investigacion operativa ha abicrto finalmente
la posibilidad de una solucién analitica del problema, de forma tal
que se cumpla el objetivo perseguido, dentro de las limitaciones im-
puestas por los datos con que se opera. Pero por ahora, este instrumen-
tal matematico, en lo que concicrne al plan de produccion de la em-
presa, estd formado por dos clases de modelos: los denominados de
“alocacién de recursos”, y los denominados modelos de secuencias o de
ordenacién de la produccion. Esta clasificacién permite por si sola de-
ducir que, a pesar de los adclantos logrados, ain es corriente mantener
la artificial divisién en etapas del problema de la organizacién de la
produccién.

Los modelos de “alocacién ‘de recursos” resuelven, de forma analitica,
la primera etapa: cantidades y clases de articulos que dcben producirse.
En general, y puesto quc operamos sobre un periodo de tiempo dado,
los métodos matematicos que suelen utilizar estos modelos cominmente
son la Programacién lineal y, en su caso, la cuadratica. Persiguen, y ob-
tienen, sicmpre y cuando no s¢ produzcan las circunstancias que mas
tarde se examinaran, la maximizacién del beneficio dentro de las res-
tricciones impuestas por la existencia de factores fijos.

Los modelos de secuencias de operaciones o de ordenacién de la
produccion, aunque por su mayor complejidad se cncuentran hasta ahora
en un estado mas incipiente, y sus posibilidades de aplicacion son mas
limitadas, resuelven, asimismo de forma analitica, la segunda etapa, pero
una vez resuelta la primera. Es decir, determinan ¢l orden en que deben
ser producidas las diversas unidades de los articulos con el fin de mi-
nimizar ¢l tiempo inactivo de las maquinas, o, lo que es equivalente, el
ticmpo total de funcionamiento, una vez conocidas las cantidades que
deben producirse.

La contradiccién entre ambos cnfoques es evidente: los modelos de
“alocacién” consideran el tiempo como un dato, y las cantidades a pro-
ducir como incégnitas, los miodelos de secuencias - consideran el tiempo
como una incégnita v las cantidades a producir como datos. No sélo esto,
sino que, como se vera mas adelante, cuando en los modelos de “alocacién”
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no se considera explicitamente el problema de la ordemacién y no se
introducen en consccuencia las restricciones pertinentes sobre los va-
lores que pueden tomar las variables, nada garantiza que la solucién
hallada, en teoria la 6ptima, sea factible al distribuirla sobre el eje del
tiempo real.

Desgraciadamente, no existe hasta ahora un modelo general que per-
mita resolver simultaneamente ambas etapas de un mismo problema. La
verdad es que tratar de rcsolverlas por separado, como si fueran inde-

pendientes y sin ninguna conexién entre si, no da demasiade bucnos re-
sultados.

9. Clases de factores fijos en el modelo de la Programacion lineal

Los requisitos técnicos y econdémicos que debe reunir para su solu-
cion mediante la Programacién lineal el problema de la “alocacién”
de los recursos fijos de la empresa son sobradamente conocidos: mer.

cados de competencia perfecta, preporcionalidad de los costes variables
de cada proceso, etc.

También es sobradamente conocido el esqueleto matematico de este
método. Para establecer la notacién vamos a exponerlo: se trata de ma-
ximizar (o minimizar) la expresién

n
ZC]xi
i=1

cumpliéndose las siguientes m condiciones:

n
Zaij x, < Aj (j: 1, 2, ...... m)
i=1

y, ademas,
x>0 i=12,.... n)

Cuando este método sc aplica a la determinacién del programa pro-
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ductivo éptimo de una empresa, los simholos anteriores tiemen los si-
guientes significados (1) :

n  es ¢l nimero de productos o, de forma general, de actividades o
procesos productivos.

m es ¢l nimero de factores fijos {2) de que dispone la empresa.
Mais exactamente, es el numero de clases de factores fijos.

c;i es el bencficio bruto que se obtiene del proceso i cuando éste
actua a nivel unitario.

a;; es el “input” o coeficiente técnico, que sefiala la cantidad del
factor fijo j necesaria para actuar ¢l proceso ¢ a nivel unitario.

A; es “la capacidad o disponibilidad del factor j” (3).

x; es el nivel, incégnito, a que debe actuarse el proceso i, o, en el
caso mas sencillo, numero de unidades del articulo ¢ que deben
producirse.

Planteado asi ¢l problema, interesa centrar la a‘tencién en las Aj,
que la literatura suele definir como “capacidad™ del factor fijo j que
la empresa ticne a su disposicién o que puede utilizar, y asimismo en
las a;;, que se definen, por consiguiente, como la capacidad de factor
fijo j absorbida por el proceso i cuando éste se actda a nivel unitario.
Un momento de reflexién permite deducir que los factores fijos que la
empresa utiliza pucden clasificarse en los tres grupos siguientes:

a) Factores fijos perfectamente divisibles entre los procesos. Ello

significa .que todos los procesos pueden actuarse simultaneamente. Por
ejemplo, una superficie de tierra cultivable, ete. ...

b) Factores fijos compuestos por un solo elemento indivisible entre
los procesos. Por Io tanto, tan sélo se puede efectuar un proceso simul-

(1) Vid. M. J. BecKMANN: Lineare Planungsrechnung, Fachverlag fiir Wirtschafts-
theorie und Okonometrie, Ludwigshafen am Rhein, 1959. Pero con leves variantes,
ésta suele ser la notacion mas utilizada, asi como las definiciones de los simboles.

(2) Generalmente, se suele dar una definicién muy amplia de factor fijo en la
Programaciéon lineal, entendiendo todas aquellas circunstancias que pueden limitar
los valores de las variables. En este ensayo, factor fijo tiene un sentido mucho mas
restringido.

(3) Esta es la definicion que suele darse, aunque ya se vera que capacidad tiene
diversos significados, que influyen sobre ¢l problema eswdiado.
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:aneamente. Por ejemplo, un alto horno, o una empresa que disponga de
an solo torno o de un solo telar, etc. ...

c) Factores fijos compuestos por diversos elementos idénticos, cada
o de los cuales es indivisible entre los procesos. En cada uno de estos
slementos tan sélo se puede efectuar un proceso simultaneamente, pero
visto el factor fijo ‘en su conjunto, existe la posibilidad teérica de efec-
iuar a la vez tantos procesos como elementos idénticos lo compongan.

Naturalmente, asi como la distincién entre la primera clase y las otras
dos es sustancial, entre la segunda y la tercera existe una diferencia-
;ién meramente cuantitativa. Para una empresa que tan sélo dispone
ie un torno, este factor pertenece a la clase b). Pero si dispone de una
seccién de tornos de idénticas caracteristicas, esta seccién en conjunto
esta incluida en la clase ¢). Pero la anterior clasificacién tiene importar -
zia desde ¢l punto de vista de la conexién existente entrc las dos etapas
en que se sucle dividir e! problema de la organizacién de la produccion
y la determinacién del plan de produccién éptimo. Cuando todos los
factores fijos de una empresa pertenecen a la primera clase pierde im-
portancia, ¢ incluso s¢ anula, la segunda etapa, que consiste en la orde-
racion temporal del programa productive. De ahi que la solucién obte-
nida con la aplicacién del anterior modelo es siempre 6ptima y factible.
Cuando todos los factores fijos de una empresa perteneven a la clase
segunda, el problema de la ordenacion de la produccién adquiere tre-
menda importancia, y la mera solucion del anterior modelo, al no ga-
rantizar que la solucién 6ptima —segun él— sea factible, pierde validez.
En el tercer caso, cuando todos los factores pertenceen al tipo ¢), tanto
la primera como la segunda etapa tienen importancia, aunque ésta se
distribuye desigualmente a medida que crcce el mimero de elementos
gque componen el factor fijo.

En la practica es posible que una empresa utilice o disponga de facto-
res de los tres tipos. Aun asi, la conelusion sigue siendo que no puede
despreciarse el aspecto de Ja ordenacién de la produccién y creer que
con la solucién del modelo “standard” ya se han sorteado todos los obs-
ticulos que se oponian a la obtencién del maximo bencficio por parte
de la empresa.

3. Andlisis de los tres casos puros
3.1. Todos los factores son divisibles

Puesto que, como dice SALVESON, el modelo tipico, “standard”, de la
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Programacién lineal aplicada a la produccién de la empresa parece su-
poner “la produccién simultanea y continua de todos los bienes conside-
rados en una maquina durante cualquicr periodo de tiempo y la produc-
cion simultinea y continua de los mismos bienes en maquinas distintas”
(4}, su mas adecuada aplicacién se logra cuando todos los factores fijos
que la empresa utiliza pertenecen a la clase a).

En cste caso se cumplen siempre las hipétesis de simultaneidad y-con-
tinuidad, cuando ésta se entiende en cuanto a la utilizacién (a;; x;) de
los factores fijos, no a la obtencién del producto.

Entonces, las A; son expresadas en unidades fisicas, como el ejemplo
antes expuesto de una superficie de ticrra cultivable, como igualmente
ocurre con las a;;, mientras que las x; son expresadas en unidades fisicas
por unidad de tiempo o bien en unidades fisicas absolutas, segun si el
producto se obticne de forma continua o no. Por ejemplo, en las refine-
rias de petréleo, donde el producto es del tipo “continuous output” (5),
producto continuo, éste se mide en unidades fisicas por unidad de tiempo.
En este caso, ¢l horizonte temporal del plan no tiene importancia. Mien-
tras permanezcan constantes las condiciones técnicas y los precios que
intervicnen en el modelo, sera conveniente seguir produciendo las mis-
mas cantidades de productos, mantenicndo constante el programa pro-
ductivo.

En cambio, cuando el producto es del tipo *“point output”, tiene
tmportancia el periodo de tiempo sobre el que se extiende cl plan de
produccién. Es éste el caso de la agricultura, donde entre el momento
de la siembra y el de la cosecha ha de transcurrir un periodo de tiempo
tecnolégicamente constante (6). Si el horizonte temporal del plan coin-
cide con el ciclo de cosecha o periodo de maduracién, todos los procesos
activos que intervienen con valor positive en la solucion éptima deberan
ser forzosamente actuados simultaneamente. No existe problema de “sche-

(4) M. E. SavvesoN: Mathematical Methods in Management Programming, en
Proceedings of the Conference on Operations Research in Production and Inventory
Control, Case Institute of Technology. S. F., pdg. 34.

(5) Vid. F. y V. Lurz: The Theory of Investment of the Firm, Princeton Uni-
versity Press, 1951. .

(6) No es totalmente cierto, por cuanto en muchos cultives, especialmente los
forestales, el empresario ticne cierto margen de decisién sobre cuando efectuar la

cosecha,
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duling” wu ordenacién temporal. Pero si el horizonte temporal es un
multiplo del ciclo de cosecha (lo cual no sera frecuente, especialmente
en los cultivos que tengan un ciclo relativamente largo, pues entonces el
plan suele coincidir con un ciclo de cosecha), ¢l problema de la orde-
nacién temporal tiene mayor importancia. En teoria, se puede entonces
dar la siguiente solucién:

Maximizar
n T
Ze (Z x3t)
i=1 t=1
cumpliéndose
n
Ealjt xitéAJ : (j:l,z,...m.t: ],2,...T:
i=1
y
x>0 :i=12..nt=1,2,...T)

pero ello cquivale a maximizar, por separado,

n
Z Ci X
i=1

cumpliéndose

n

E(l]“ x;téAJ (j :],2, ...... m)
M i=1
y

220 t=12,..... n)

para cada . Entonces, el programa productivo de cada ciclo de cosecha
sera idéntico, ya que las ¢; y las a;;, asi como las A;, son las mismas
en cada uno de cllos. De ahi que este planteamiento no sea totalmente
correcto a no ser que sea totalmente indiferente el orden temporal en

T
que se haya de producir la cantidad x; = X x;, (7). Dada esta indife-
t=1
rencia, no tiene importancia ninguna el horizonte temporal del plan de

produccién. El programa optimo que se halle, para uno o varios ci-
clos de cosecha sera siempre factible, y el beneficio obtenido sera el

(7)  En realidad, si hiciésemos intervenir los costes de almacenamiento, ya no se
produciria esta circunstancia.
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maximo dentro de las limitaciones impuestas por las ecuaciones de con-

dicién.

3.2. Todos los factores fijos estan compuestos por un elemento iinico
indivisible entre los procesos

Puesto que cada factor fijo se compone de un solo elemento, y éste
tan s6lo pucde dedicarse a fabricar un solo articulo a la vez, es evidente
que las a;; tan s6lo pueden ser expresadas en unidades de tiempo. Mas
exactamente, a@;; es el ticmpo necesario para procesar una unidad del
articulo ¢ en el factor fijo j. A; es asimismo un tiempo. Si se supone que
cl elemento j puede estar en funcionamiento durante todo el periodo de
tiempo T que abarca el plan de produccién, A; es entonces igual a T.
Si T; es menor que T (T; es el tiempo de funcionamiento del factor
fijo j, que es evidente que no puede ser mayor que T), A; se convierte
en T;. Las x; son unidades fisicas; a diferencia de lo que ocurre en el
caso anterior y a causa de las caracteristicas de los factores fijos la pro-
duccién de cada ¢ no se realiza de forma continua durante todo el
periodo. La mayoria de los tratados sobre estas cuestiones plantean en-

tonces el problema de la forma siguiente:

Maximizar
n

X Cy X
i=1
cumpliéndose
n
X-t;jx-,_éT (]:1,2, ...... m)
i=1
y, ademas,
x>0 =12, ... n)

Para comprender las limitaciones de este modelo, puede partirse de
un ejemplo muy sencillo. Asi, una empresa que dispone de dos maquinas
diferentes, una fresadora y una cepilladora. “Se trata de resolver el pro-
blema en cuanto al tiempo de¢ una semana de 48 horas de trabajo” (8).

(8) J. CastaNena: La direccién cientifica de las empresas, En Curso de Confe-
rencias sobre Cuestiones histéricas y actuales de la Economia espafiola. Bilbao, 1955-356.
pagina 163.
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Estas dos maquinas pueden realizar dos productos distintos, x; y x,,
cuyos beneficios brutos unitarios son 7 y 2 pesectas respectivamente. Los
tiempos unitarios, o tiempos de fabricacién en cada maquina, de cada
unidad son:

Magq. 1 Magq. 2
Prod. 1 2 3
Prod. 2 3/2 3/4

El problema queda planteado asi:
Maximizar

Tx, +2x,
cumpliéndose

2x,4+3/2x,<48
3x,+3/4x,<48

y, naturalmente,
X, 2,20
La solucién 6ptima es asi:
x, =12
x, = 16

lo cual equivale a decir que el tiempo total en que cada maquina se
dedicara a procesar cada uno de los dos articulos sera:

Magq. 1 Maiq. 2
Prod. 1 24 36
Prod. 2 24 12
Total... 48 48

Con este programa, ninguna de las dos maquinas estara inactiva du-
rante el periodo. Si ahora programamos en el tiempo, mediante un
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sencillo grafico GANTT, esta solucién éptima, se deduce rapidamente que
ésta tan sélo sera factible si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. El orden en que se han
Maq. 1 2x, 3/2 %, de procesar cada uno de los dos
R articulos .en cada maquina es
] indiferente, o bien este orden
Maq. 2 3/ %, i 3x; es inverso: el producto 1 debe
- : ser procesado en el orden opues-

to del producto 2.
2. “A causa de la inspce-
12 24 T ¢ cién, ¢l manejo de los materia-
les, el control de las operacio-

nes, el proceso de los datos u otros requisitos” (9), puede ser que sea
antieconémico dividir los lotes de cada uno de los articulos que apa-
recen en el programa productivo o6ptimo de la empresa. En el gra-
fico anterior puede apreciarse que csta circunstancia no se cumple.
El lote del articulo 1 dcbe fraccionarse y, a su vez, €l lote del articu-
lo 2 debe estar inactivo durante el periodo de tiempo (2x; —3/4x,).

Ello significa que, cuando esta presente una de estas dos condicio-
nes o ambas, el modelo anterior nos proporcionard una selucién dptima
desde su punto de vista. Puede afirmarse que ¢l modelo anterior esta
infracondicionado, ya que no se ha tenido en cuenta, en su planteamien-
to matematico, todas las condiciones que limitan ¢l valor de las varia-
bles. Sin embargo, no es sencillo hallar y plantcar las condiciones ante-
riores de forma matematica, cspecialmente cuando del sencillo ejemplo
anterior pasamos a casos mas complicados y realistas. Quien mas pasos
ha dado en este sentido ha sido SALVEsoN (10), pero no ha logrado aun
resolver ¢l problema general.

Si la unica condicién que existe, para la ordenacion en el tiempo, es
que los lotes no pueden ser fraccionados, es facil incorporar al anterior
modelo las condiciones que nos aseguraran que la solucién hallada es
a la vez éptima y factible. Puesto quc T es el tiempo maximo en que
los factores fijos pueden estar en funcionamiento, el tiempo total en
que cada uno de los articulos pueden estar siendo transformados es asi-

{9) M. E. SavLveson: Op. cit., pag. 37.
(10) M. E. SaLvesoN: Op. cit.
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mismo T. En el caso de un problema en que existen m factores fijos
y n procesos activos, deben, pues, incorporarse al modelo “standard” las
n ecuaciones de condicion siguientes:
m
e, =T i=1,2,......n)
=1 :

Estas condiciones son terriblemente restrictivas. Pero, ademas, para
muchos sectores industriales, especialmente los mecénicos, lo son en
exceso. En estas industrias, donde la fabricacién suele recalizarse en
unidades sueltas, por ejemplo, piezas, tornillos, engranajes, cte. una umni-
dad de un determinado articulo no podra ser procesada en un facter
fijo hasta que haya sido transformada en el que le precede, precedencia
que pucde venir impuesta no por razones tecnoldgicas, sino organizati-
vas. Ello equivale a decir que los lotes tan sélo pueden ser fraccionados
en unidades cnteras. Si se producen tornillos, y se decide producir x, de
la clase 1, no tendria sentido fraccionar esta cantidad en tres grupos

de ;. r= 1, 2, 3) uni-

ti, tig  dades si estos x,, fueran
. . e e e ] s . . .
Magq. 1 A numeros fraccionarios.
¢ : También es sencillo en-
A i1 i big ‘e
Maq. 2 |- - - P tonces especificar las con-

diciones matematicas que
deberian ser afiadidas al
modelo “standard” para

que la solucién fuera 6p-

T tima y factible. El grafico

anterior, aplicable cuando

son tres los factores fijos de la clase b, permite deducirlas. Serian para
el procesoi t=1,2, ... n)

(tip + tip +tig)xi + 2(t, + 8, + ti5) £3T

En el caso mis general de n procesos y m factores fijos, estas ecuaciones
serian:

m m
Elu xl—*—(m——l) Lll.', ZmT
=1 j=1

Ahora bien, la solucién Sptima que con este planteamiento se obtiene
tan sélo es factible si no existe restriccién alguna sobre el orden tecno-
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Iégico en que deben ser procesados los articulos, o bien si este orden
tecnolégico cumple condiciones muy especiales. Aun asi, y como es 16-
gico, al anterior modelo deberia afadirsele otra restriccion: la de
que las incégnitas tan sélo pueden tomar valores enteros, caso de “integer
programming”, para cuya solucién ya han aparecido diversos algoritmos
como el de GoMoRry (11), BEALE (12), etc.

Por el contrario, si la condicién que el programa 6ptimo debe cum-
plir es la que impone el orden tecnolégico en que cada una de las cla-
ses de articulos debe ser procesada en cada una de las maquinas, la
solucién no es tan sencilla, y en muchos casos —precisamente los mas
generales—, atin no ha sido hallada. La razén reside precisamente en el
limitado desarrollo que hasta ahora ‘han alcanzado los denominados
modelos de secuencias, ya que son éstos los que constituyen la base de
partida para hallar las ecuaciones de condicién que deben afadirsc al
modelo “standard” para asegurarse que la solucion hallada sea factible.

Ya existe solucién analitica —aungue no excesivamente analitica—,
originada por AKERs y FriepmMaN (13), para el caso en quec existan dos
procesos, articulos o pedidos y m factores fijos de la clase b. Brevemente
expuesto, el método es €l siguiente: de las 2™ ordenaciones posibles en
teoria, se eliminan aquellas que no son factibles, por oponerse preciza-
mente a las restricciones tecnoldgicas sobre el orden de procesamiento
en cada maquina de¢ cada uno de los articulos. De¢ las restantes, me-
diante la aplicacién de dos reglas, se pueden eliminar aquellas ordena-
ciones que no pueden ser Gptimas. (Entiéndase por 6ptimo la minimi-’
zacién del tiempo inactivo, puesto que se trata de un modelo de secuen-
cias, y es ésta su caracteristica mas general.) Finalmente, el grupo de
ordenaciones que permanece, entre las cuales forzosamente se encuentra
la éptima, debe ser objeto de un tratamiento grafico, o numérico, para
hallar ésta.

Este modelo parte de la hipétesis que T, ticmpo que el articulo £

(11) Gr. E, Gomory ha desarrollado un algoritmo para resolver los problemas
cuando todas las variables sélo pueden tomar nimeros enteros. Este algoritmo ha
sido publicado con el titulo 4n Algorithm for Integer Solutions to Linear Program-
ming, Princeton-1. B. M. Mathematics Research Project, Technical Report niim. 1, 1958.

(12) A su vez, Beare ha desarrollado un procedimiento para hallar la solucién
optima en el caso mixto, cnando no todas las variables deben tomar valores enteros.

(13) C. W. CHurcHMAN, R. L. Acxorr, E. L. ArNorF: Introduction to Operations
Research, John Wiley & Sons. New York, 1958. .
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requiere para ser procesado en el factor fijo j, es un dato conocido. En
realidad, y visto el problema de la organizacién de la produccién en su
conjunto, Ti; =t;; x;, lo cual significa que depende de la cantidad que
se decida producir del articulo i. Pero SALVESON (14), de forma astuciosa,
ha hallado un procedimiento para resolver, cuando existen dos procesos
activos utilizables y m factores fijos, a la vez el problema de las canti-
dades de cada articulo que deben producirse, asi como ¢l orden en que
deben producirse, de forma tal que el beneficio sea maximo.

A partir del ultimo grupo de ordenaciones, entre las cuales forzosa-
mente s¢ halla la éptima, se forma un modelo de Programacién lineal
para cada una de ellas. Una vez resuelto cada uno de estos modeclos, se
conoce €l beneficio maximo respectivo, y este dato permite automatica-
mente clasificar las distintas alternativas y elegir la que mejor cumple
al objetivo.

En cada uno de estos modelos la funcién que se ha de maximizar
cs idéntica:

Pr1x; + pyx,

puesto que tan sélo existen dos procesos activos. En cambio, varian las
ecuaciones de condicién, o, mejor dicho, los coeficientes de las ecuacio-
nes de condicién. Estas ecuaciones se forman de acuerdo con el signiente
razonamicnto, aplicado a un ejemplo (15).

Existen cuatro magquinas, y ¢l orden en que cada uno de los dos ar-
ticulos debe ser procesado en cada maquina es el siguiente:

Prod.1 abecd

Prod. 2 dbac
De las 16 ordenaciones posibles, tan sélo cuatro merccen consideracién,
ya que las otras no pueden ser éptimas, Sea t;; {=1,2; j=a, b, ¢, d)

¢} tiempo necesario para elaborar una unidad del articulo i en la ma-
quina j. Si elegimos una de las cualro permutaciones, por ejemplo,

(14) M. E. Sauveson: Op. cit.

(15) Los datos del ejemplo estan tomados de la ghra de CHURCHMAN, AcKOFg‘ v
ARNOFF antes citada. '
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la ABCD (la mayiscula sin tilde significa que en la miquina corres-
pondicnte el producto 1 ha de ser operado antes que €l 2, y en las ma-
yusculas con tilde el caso contrario), las ecuaciones de condicién seran
las siguientes:
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Estas scis ecuaciones de condicion, mas la funcién antedicha que
se ha de maximizar, permiten obtener la solucién optima, y el beneficio
correspondiente, para la permutacién AB CD. Con un razonamiento
analogo para las otras tres permutaciones se obtienen sus respectivas so-
luciones 6ptimas y beneficios. Finalmente, se elige la permutacion éptima,
la que mayor beneficio proporciona. ‘

Aunque ingenioso, el camino a recorrer es largo y farragoso, pues
cuando el numero de factores fijos es elevado, las ecnaciones son tan nu-
merosas, y la obtencién de los coeficientes de las ecuaciones de condicién
tan complicada, que se requicre mucho tiempo y calculos para la reso-
lucién.

En el caso en que el orden tecnolégico de las operaciones sea el
mismo para todos los articulos, la solucién es mucho mas sencilla, ya que
Jounsox y BeLLmaN (16) han demostrado que, hasta un maximo de tres

(16) Vid. CHURCHMAN, ACKOFF y ARNOFF: Op. cit,

91



ANTONIO SERRA RAMONEDA

méaquinas y n articulos, la secuencia éptima siempre implica la misma
ordenacién de los articulos sobre cada estacion o maquina. La sclucién
es mas sencilla porque la ley de formacién de coeficientes es entonces
facil de hallar. Puesto que tan sélo pueden existir o es necesario tomar
en consideracién n! permutaciones, el nimero de sistemas que habran de
formarse serd mucho mas reducido.

Si el niimero de factores fijos es tres, y el de procesos activos dos, tan
s6lo necesitan ser examinadas las dos permutaciones siguientes, por los
teoremas de JOrNsON y BeLLman: ABC y AB'C. E] sistema de ecuacio-
nes de la primera permutacién sera:

r 3
tyya, Ly, £T (r=123)
j=1 j=r

y el correspondiente a la segunda permutacién,

-
to

&
w

.

3 T
Dty + Xt 2, <T r=1
j=r =1

Si el nimero de procesos activos se incrementa, es también relativa-
mente sencillo hallar los cocficientes que forman las ecuaciones de con-
diciéon de cada una de las n! permutaciones.

,

Las diversas soluciones halladas para el caso en que existan restric-
ciones tecnolégicas sobre el orden en que cada articulo ha de ser aoperado
en cada maquina, cumplen asimismo la condicién de que los lotes mo
pueden fraccionarse, y ello en cierta forma las hace insatisfactorias. Si
los lotes pudieran fraccionarse en unidades enteras, lo cual puede ocu-
rrir con gran frecuencia en la practica, la complejidad del problema seria
inmensa. En el caso de que existieran dos procesos productivos, con la
misma ordenacién tecnolégica, y dos factores fijos, el problema puede
resolverse de forma muy sencilla. Una vez hallado el orden éptimo apli-
cando la regla de decision de JonnsoN y BELLMAN (17) para este
caso (y es facil de comprender por qué para la aplicacién de esta regla
es indiferente desconocer el nimero de unidades que se habran de pro-
ducir de cada articulo), y supuesto que este orden exija que sc inicie

(17) Vid. CHURCHMAN, ACKOFF y ARNOFF: Op. cit,
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con el articulo 1 y se finalice con el 2, la solucién éptima, en cuanto a
las cantidades que se deberdn producir, se obtiene maximizando

1% + p2 P,

cumpliéndose

tax, Ft,x, F i, =T
by % t b x, + 1, £
{tiy + b2y} g + 2y + 2, 2T
(tyy +805) 2, + L1y +1,, 22T
x;, %, >0 y, ademas, numeros enteros.

Tan sélo cl anterior planteamiento permite ya comprender por qué,
generalmente, no se tiene en cuenta el aspecto de la ordenacion al pro-
gramar {a produccién. Cuando T es muy grande con respecto a las t;5, y
ello es logico que ocurra, cuando los lotes pueden ser fraccionados cn
unidades enteras o no, aunque existan restricciones sobre el orden tee-
nolégico, es muy probable que la solucién hallada con el modelo tra-
dicional, que tan sélo incorpora las ecuaciones de condicién

;,l,,jxl 7T (]: 1, 2, ...... "l)
i=1
difiera casi imperceptiblemente de la que se hubiera obtenido plantean-
do el problema con todos sus detalles y condiciones, de tal forma que
el coste de la mayor complejidad no podria ser compensado por el be-
neficio de la mayor exactitud.

3.3. Los factores fijos estan compuestos por elementos idénticos
indivisibles.

Al existir factores del tipo ¢, la complejidad del problema aumenta
sensiblemente. Ya no basta con determinar el momento del tiempo en
que debera ser iniciada la transformacién de un articulo o una unidad
en un factor fijo, sino que, ademas, es npreVCiso indicar qué elemento del
mismo deberi realizar la oportuna operacién en cada una de las uni-
dades. Los modeclos de secuencias no han resuelto ain, desde su éptica,
que implica la minimizacién del tiempo inactivo, el problema. Por ello
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no existe entonces ain la posibilidad de intentar ligar en un solo mo-
deio los dos aspectos de la organizacién de la produccion. Pero es evi-
dente que cuando los cocficientes ¢;; son relativamente importantes, en
;omparacién de T, puedc ser conveniente considerar las limitaciones im.-
puestas sobre la primera etapa del problema por la segunda, 1inica forma
le asegurarse que no esta infracondicionado el modelo de la Programa-
xién lineal. La diversidad de las condiciones que pueden existir: niume-
0 de elementos que comprende cada sector fijo, ordenacion tecnoldgica
le cada uno dec los articulos, etc., hace imposible un examen de todos
0s casos, y de los efectos de la consideracién del tiempo en el plan de
sroduccién sobre el programa productivo.

Antonio SERRA RAMONEDA
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