LIBROS

LA PROGRAMACION LINEAL (*)

CAPITULO 1

Una idea de la teoria de los juegos.

El germen de la teoria de los jucgos, tal como la conocemos en
la actualidad, esta contcnido en los articulos de E. Borel (Ref. 5).
Este conszideraba un caso especial del llamado Teorema Fundamen-
tal, pcro no lo probaba. En 1928, John von Neumann dié una
conferencia en la Mathematical Society, en Géttingen (Ref. 22), v
aportaba una demostracién de aquel teorema. Sin embargo, sc
habia oido hablar muy poco de la teoria hasta 1944, cuando apa:
recié ¢l monumental trabajo de J. von Neumann y O. Morgenstern
(Ref. 24). El contenido matematico de este libro incluia nuevos
desarrollos y la reputaciéon como economista del autor citado en
segundo lugar constituia una garantia pa'g'a una aplicacién particu-

lar de Ila teorta. Pronto se advirtié —lo que no cs sorprendente
que una teoria de juegos compelitivos podria arrojar luz no sola-
mente sobre las caracteristicas de la competencia cconémica rela-
tivamente pacifica, sino también sobre las de combate y arte de la
guerra.” A partir de entonces s¢ desarrollaron cuidadosamente los
aspectos practicos y tedricos, y hasta el m()‘n'lenlq la teoria de los
juegos ha extendido su actividad al campo de la investigacién com-
prendiendo temas tan abstractos como la teoria de conjuntos y la
topologia. En este libro se supone solamente un conocimiento elc-
mental de algcbra y de geometria analitica lineal.

(¢) La traduccion del original inglés ha sido realizada por Maria Teresu
Fuentes.y Gonzalo Arniiz Vellando.
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La tcoria de¢ la Programacion Lineal encontré un estimulob a su
avance cn los problemas econémicos, aunque ha logrado su consa-
gracién como tal teoria por derecho propio. Se refierc a un proble-
ma de maximizacién (o minimizacién) que no puede solucionarse
por los métodos de calculo difcrencial. Es una caracteristica inte-
resante ]a de que los problemas de la teoria de juegos pucde demos-
trarse que forman un caso especial de la Programaciéon Lineal.

En la mayor parte de las aplicaciones de la Teoria de los Juegos
o de la Programacion Lineal, los calculos que sc necesitan son tan
extensos que pareceria imposible Hevarlos a caho durante la vida
de aquellas personas que se interesan por el resultado.

Una gran parte de la investigacién se ha invertido en métodos
de caleulo, y la aparicién de medios automaticos ha hecho posible
cncontrar la solucién dentro de un plazo razonable de tiempo. Este
libro se ocupara con gran frecuencia del calculo, pero sin prestar
una atencién especial a los problemas plantcados por el calculo
automatico. Sc utilizaran representaciones gcométricas cuando és-
tas pucdan facilitar la comprensién de aquellos lectores que encuen-
tren interesantes tales mélodos. Sin embargo, aqucllos que prefieren
las matematicas descubriran el tratamiento preciso.

2. Planteamos los problemas que ocuparin nuestra atencién a
través de un ejemplo sencillo aunque caracteristico: el juego de
cara o cruz. Sus reglas son éstas: cada uno de los dos jugadores
A y B saca una moneda y la pone cara o cruz, sin mostrarla a su
oponente. Las monedas se descubren entonces y A se guarda las
dos si estan del mismo lado; en el otro caso B gana,

Este juego, quizas no muy emocionante, ¢s conveniente para
introducir una terminologia que esta ya admitida en la literatura
Tenemos dos jugadores, de aqui que hablemos de un juego “biper-
sonal”. Un jugador gana lo que ¢l otro pierde, o en otras palabras,
la suma de sus ganancias es cero. Por eso el nombre aceptado ge-
neralmente de: juego dec “suma-cero”. Un “juego”, segin muestros
supuestos, es una coleccion de reglas que determinan lo que el ju-
zador debe hacer y ganar. La ganancia depende eventualmente del
comportamiento de los jugadores., Un juego consta de jugadas; el
de cara y cruz proporciona solamente una para cada jugador. Una
realizacion de un juego sc llama “partida™.
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La caracteristica fundamental de los juegos que considera esta
tcoria cs 1a de que la ganancia o pérdida de cualquier jugador de-
pende no solamente de sus propias acciones sino también de las
de su oponente. Es evidente que csta caracteristica aparece también
c¢n algunos problemas de Economia, por ejemplo en una subasta, en
la Bolsa y también en la guerra. )

Un tipo de juego que esta inspirado en modelos asociados a
situaciones de guerra ¢s el llamado juego de Blotto, del cual tra-
tamos un ¢jemplo muy elemental de Ja Ref. 26: “E] general A man-
da cuatro compaiiias y cl coronel B (Blotto) cinco. El general pue-
de tomar una ciudad por dos caminos diferentes y puede cnviar
cada compaiiia al camino que desee. El coronel puede ordenar que
cada una de sus compaiiias defienda cualquiera de los caminos.
A gana si en cualquicra de los caminos ticne mas compaiias quc
Blotto.” Existen versiones mas complicadas. Remitimos al lector a
la Ref. 20, Ref. 3 y la pintoresca Ref. 28.

Continuamos dando ejemplos de juegos y discutiendo sus carac-
teristicas formales. ‘ o

En los juegos con mas de una oportunidad para cada jugador
cs natural imaginar que cada uno de ellos decide su eleccion mien-
tras se desarrolla el juego. Sin embargo, algunas veces ¢s convenien-
le pensar que deciden antes de que se puedan tener cn cuenta
todas las posibics circunstancias futuras. Un conjunto de eleccio-
nes para cada situacién posible se llama una “estrategia”. En los
juegos con una jugada solamente ésta se identifica con ia estrategia.

A titulo de aclaracién consideramos un juego muy sencillo con
“farol”, Por este término entendemos que un jugador puja alto
con una malla jugada para inducir a su oponente a creer lo contra-
rio y que deje dc hacer una jugada que podria llevarle al éxito.
Esto no es una definicién técnica de “farol” que en cualquier caso
¢s muy dificil de dar. Pero el lector comprendera el término si
piensa en juegos tan populares como el Péker o el Bridge. V

El juego e¢s como sigue: A obtiene una de las dos bosible,s' car-
tas, la “alta” o la “baja”, con una probabilidad igual. Si recibe la
carta alta, debe entonces pedir 2 £. Si recibe la carta baja debe
pagar 1 £ o pedir 2 £. B puede, pero no obligatoriamente, disputar
la apuesta. Si no lo hace, cntonces paga 1 £. Si la disputa, gana 2 £
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st A tiene la carta baja, pero picrde 2 £ si A ticne la carta alta.

Este juego nos ofrece también lo que se llama una jugada de
guerte, esto es, una jugada cuyo resultado depende de la suerte. En
este caso la suerte depende del tipo de carta de A. Trazaremos aho-
ra las estrategias para este juego y analizarcmos sus cfectos.

Eslrategia de A:

Si la carta cs alta, la peticién es obligada, pero sila carta cs
baja puede o bien pagar 1 £ (estrategia A,) o arriesgar 2 £ (fan-
farronca, estrategia A,).

Estrategia de B:

Si A paga, B puedc solamente aceptar 1 £. Pero si A se arries-
ga, entonces B pucde o bien disputar con A (estrategia B,) o no
(estrategia B,).

Los resultados se calculan como sigue:

(A;, B,). Si la carta fuese baja, A paga 1 £. Si la carta cs
alta, A apuesta 2 £, y cuando B acepta gana 2 £. La probabilidad
de cada uno dc¢ estos acontecimientos es 14, de aqui quc el pago
promedio sera de 1 £ a A,

(A,, B,). Si la carta es baja, A paga 1 £. Si la carta es alta,
A expone 2 £ y B paga 1 £ El pago promedio es 0.

(A, B,). Sila carta es baja, A expone 2 £, y cuando B accpta
pierdc 2 £ Si la carta ¢s alta, A exponc 2 £, y cuando B acepta
gana 2 £. El promedio es nuevamente 0.

(A., B,). Si la carta es baja, A cxpone 2 £ y B paga 1 £. 5i
la carta es alta, A apuesta 2 £ y B paga 1 £. De aqui que el pago
es]l £aA,

La reduccién de una estructura de juegos a cstrategias se llama
“normalizacién”. Existc una teoria elaborada que se refiere # Jos
juegos cn su forma “extensiva”, es decir, tenicndo en cuenta la su-
cesion dec oportunidades y en particular del patron de “informa-
cién”, esto es, lo que cada jugador sabe sobre sus propias oportuni-
dades iniciales y las de su contrario. No entraremos aqui en esta
cuestion y remitimos al lector a las Refs. 24 y 20.

No todos los juegos son juegos de suma-cero. En muchas tran-
sacciones es razonable suponer que el valor atribuido por el com-
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prador a’los bienes que adquiere es mayor que el precio pagado,
mientras que el 1Wlitimo es por lo menos el valor dado a los bienes
por el vendedor. Evidentemente, la pérdida de un barco concreto
puede significar mucho mas para la terminacion feliz de una gue-
rra de lo que el enemigo puede suponer. Formalmente, sin embar-
g0, un juego de suma-no-cero, con dos jugadores, puede considerarse
como un juego de suma-cero de tres personas suponicndo quc
cualquier descquilibrio entre los dos pagos se compensa o recibe
por un tercer jugador que no tiene influencia sobre el desarrollo
del juego y cuyo unico propdsito es el de realizar o recibir pagos.

Generalizando, pueden suponerse juegos de n personas en lo:
que juegan n oponentes. Tales juegos pueden o no ser de suma-no-
cero, dependiendo del balance de todos los resultados al final de
la jugada. La teoria hasta ahora ha dado menos resultados en la
medida en que se va desde generalizaciones mas sencillas a mas
complicadas. En este libro nos ocuparcmos solamente -de los jue-
gos bipersonales, pero mencionaremos, aunque sea de pasada, que
hay dos tipos de jucgos de¢ n personas que se conoccn por los nom-
bres “cooperativos” y “no cooperativos”. Los primeros son aquellos
de los que se ocupa la Ref. 24, y su caracteristica fundamental es
la de la posibilidad de que los jugadores formen “coaliciones™ al
margen del juego, coordinando las estrategias quc aplicaran a lo
largo del juego. Se¢ ha tratado, no con pleno éxito, de considerar
tales acuerdos como partes del misme juego y prohibir toda aso-
ciacion al margen del mismo. Los juegos en los que cada jugador
s¢ cuida exclusivamente de si mismo se llaman no-cooperativos
(Ref. 21); los juegos de suma-cero de dos personas siempre perte-
necen a esta categoria.

3. Debemos aclarar totalmente que la tcoria dc los juegos plan-
tea la cuestién de cual es ¢l mejor procedimiento de conducta para
los jugadores mediante una filosofia bien dchinida. Esta cada cual
puede aceptarla o rechazarla. Para .un matemaitico tiene un gran
atractivo el hecho dc que la misma conduce a resultados matemati-
camente intcresantes. La aptitud sicologica que presupone sc pre-
cisara gradualmentec. No es la de un jugador que juega bajo impulsos
cmocionales. Nuestro jugador analiza la situacion de una forma
complctamenet objetiva. '
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Consideremos ahora un juego mas sofisticado quc el de las mo-
nedas con las siguientes reglas:

A y B cligen, independientemente, uno de los valores —1, 0
6 + 1. Designemos por S la eleccion de A y por t la de B. Enton-
ces B paga a A la cantidad S(z —S) 4-Y (¢ + S).

Resulta claro que cuando A clige no puede estar cierto del re-
sultado, porquc éste depende también de la eleccion de B. Para
obtcner un cuadro completo de todas las posibilidades calculamos
los resultados potenciales medios, lo que se llama un cuadro de pa-
gos o matriz de pagos, y aparece en el caso presente como sigue:

B elige ¢t
l —1 0 +1
S —1 2 —1 —2
A cligeS 0 1 0 1
41 —2 —1 2

Ponemos de manifiesto las cantidades que gana Ay, por tanto,
las que pierde B, dando las combinaciones de las elecciones respec-
tivas que determinan los apartados del cuadro.

Ainadiremos que las ganancias del jugador A estan indicadas en
cl cuadro cuyas clecciones corresponden a las lincas de la matriz.
Llamaremos a éste ¢l jugador “Primcro” o de¢ “maximizacién”, y a
su oponente el “Segundo”, o de “minimizacién”. Este ultimo tratara
de hacer la cantidad en la tabla lo mas pequeiia posible, dado que
sus ganancias son lo opuesto a lo que se figura en la tabla. Si cual-
quier cifra es negativa, entonces ¢l Primer jugador pierde y gana
cl scgundo el valor absoluto de la cantidad indicada. Con estas
condiciones podemos considerar que un juego se define por su ma-
triz de pago. '

Vemos a simple vista que la cantidad que A gana depende de la
cleccién de B.

Ningin jugador sabe (sin engaito) lo que el otro hara. La teoria
de los juegos supone que ambos discuten de la forma siguiente:

En cada cleccion que yo haga debo temer que mis oponentes sc
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decidiran por aquella otra que haga que mis ganancias (o ganancid
promedio, si hay una jugada de azar) sean lo mas pequefas ‘posi:
bles. De aqui que si yo me decido por aquella eleccién que hace esta
zanancia minima lo mas grande posible, entonces me encuentro a
cubierto, dentro de lo que cabe esperar.

Si ambos disputan en esta cauta (o quizas derrotista) forma, cn-
tonces’en ¢l juego presente A ohserva que gana por lo menos —1,
0 6 -1, dependicndo de que haga S=—1, 0 6 1. Elegira asi
5 = 0 dado quc esto le proporciona la mayor ganancia entre todas
las ganancias minimas que cspera obtener. B, jugando de un modo
analogo, decidira elegir ¢t = 0. La ganancia real de ambos jugadores
scra entonces cero.

Este tipo de argumentaciéon es fundamental para nuestro ana-
lisis, Nos prcguntamos ahora lo que A y B debieran hacer si supie-
zen lo que el otro habia decidido o mcjor si supiesen que jugarian
cn la forma anteriormente indicada y actuaran cn consecuencia.

Si A supone que B, siguicndo este razonamieno {o por cualquier
otra razén), ha clegido 0, ¢él entonces clegiria también 0, ya quec
csto le proporciona ¢l montante mayor cn la scgunda columna, que
corresponden a la cleccién de 0 por B. De aqui que él haria lo que
va ha decidido hacer sobre la hake de esta previa argumentacién:
De un modo similar, B no se sentiria afectado ¢n su decision aungque
supiese por adclantado que A habia elegido 0, como pucde verse en
la tabla. Vemos quc la aproximacién de “segundo orden”, es decir,
la suposicién de que el opohente 'actiia de acuerdo con la filosofia
de la teoria de los jucgos no inducira a los jugadores a cambiar su
decision de “primer orden” tomada tenicndo ¢n cuenta aquella
teoria.

Esta caracteristica del presente jucgo depende del hecho de que
haya una cifra en la tabla de “resultados” que es el més pequeiio
de su fila y al mismo ticmpo el mayor en su columna. La posicién
de esta cifra se describe a menudo por una analogia geométrica
obvia como un “punto de silla”, y aunque esta expresién ignore la
carencia de continuidad del conjunto de términos de la matriz de
juego, y no sca por tanto enteramente adecuada, la utilizaremos
porque esta ya establecida. Sin embargo, eliminaremos la expresion
de von Neumann y Morgenstern “juégo especial determinado estrie:
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tamente” (p. 150 de Ref. 24), que es lo mismo que juego con punto
de silla. ‘

Claro ¢s que no todo juego bipersonal de suma-cero tieme un
punto de silla: El jucgo de cara y cruz es un ejemplo trivial dis-
tinto en que no hay punto de silla. Como aclaracién considercmos
¢l ejemplo siguientc:

Los dos jugadores cligen independientemente un numero entre
1, 2, 3. Si ambos cligen el mismo niumero A paga a B la cantidad
del nimero clegido. En caso contrario A recibe la cantidad de su
propio numero dc B. La tabla de “Pagos” de este juego es la :i-
guiente:

Elcccion dc B

R 3

'\ 1 -1 1 1

Eleccion de A 92 2 _9 2
( 3 3 3 _-3

El minimun de la columna maxima (2) es diferente del maxi-
mum de la columna minima (—1). Esto quiere decir, como c¢s
obvio se demostrara analiticamente en ¢l Cap. 11I, que no hay
punto dc silla en esta tabla. Debemos descubrir un método para
“solucionar” tales juegos y dchemos, sobre todo en principio, po-
nernos de acucrdo sobre lo que cntendemos por “solucion™.

En un ejemplo tan simple como el de “cara y cruz” es facil ver
lo que podria hacerse. Si el juego no se juega sino una vez enton-
ces ninguna eleccidon es mejor que otra. Pero si se repite, entonees
seria fatal por parte de cualquicra de los jugadorcs que mostrasen
prefcrencia por cara o cruz, porque su oponcnte podria obtener
ventaja de esta predileccién. Deberan elegir cara o cruz con la
misma frecuencia, de tal modo que sea imposible al adversario
adivinar lo que va a elegir. Tal cleccién al azar, con frecuencia a
largos plazos iguales, podria lograrse, por ejemplo, “lanzando” la
moneda.

Este argumento s¢ aplica a ambos jugadores y suponemos que
ambos actian de acuerdo. Entonces, a lo largo del juego, ambos
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ganaran 1 en la mitad de las jugadas y perderan 1 en la otra mi-
tad. Asi ¢l promedio de ganancia es 0.

A este resultado nosotros aplicamos un analisis que es similar
al aplicado a los juegos con un punto de silla. Supongamos que A
sabe, o cree que sahe, que B utilizard sus dos posibles estrategias
con frecuencias iguales. Entonces no tienc razén para cambiar su
cleccién primera de frecuencias iguales. En rcalidad, podria ele-
uir cualquier frecucncia sin cambiar el “pago promedio”. Sin em-
bargo no seria conveniente para ¢l hacer un cambio,” porque B
podria perjudicarle si lo hace. El mismo argumento se aplica a B.

La caracteristica de la estabilidad quc hemos demostrado que
existe en los juegos con punto de silla vemos ahora que existe
también cn otros juegos con tal de quc consideremos también
combinaciones de estrategias con frecuencias determinadas. Una
combinacién semejante sc Hama “estratcgia mixta”, y las estra-
tegias unicas que aparecen como etiquctas cn la matriz de “pagos”
las llamamos “puras”. Son, claro esta, un caso especial de estrate-
sias mixtas, dondc las frecuencias relativas son cero para todas
las estrategias puras menos una que mas tarde sc utiliza todo el
tiempo. Asi, cuando hablemos de estrategias, nos referimos a las
mixtas, a menos que se cstablezea cxplicitamente de otro modo.

* Un par de cstrategias con la caracteristica de estabilidad que
hemos descrito se llama “una solucién™ (ver IIL. 3, rigurosa de-
finicion). La estratcgia que aparece en una solucién se llama
“*6ptima”.

Para aclarar ‘cstos conceptos con otro jucgo tomamos el juego
«on “farol” introducido al principio. Su matriz de pago cs

B

T — e

lBl B,

AS A, 1/2 0
A, 0 1

La solucion de cste juego es: para A tomar la primera estra-
tegia pura doble nimero de veces que la segunda, y para B hacer
lo mismo. Escribimos csto; asi: (2/3, 1/3) tanto para A como



302 LIBROS  [R.E.-P,; X1}

para B. Esto ¢s, en realidad una solucién, ya que ningin jugador
pucde hacer nada mejor si el otro se atienc a su estrategia, pero
podria ganar menos o perder mas de 1/3 (que es lo que A gana
ahora) si no sc atiene a la solucién optima y su oponente se apro-
vecha de esto. Incidentalmente, es interesante advertir que el “fa-
rol”, que es una caracteristica de la segunda estrategia pura de A,
se aplica una de cada tres veces en su estrategia dptima.

Es posible que un juego tenga mas de una solucién. Asi, por
ejemplo, ¢l jucgo con matriz de pago

B
1 2 4
A(421)

tienc la solucion: (1/3, 2/3) para A, y (0, 1, 0) para B. Y tam-
hién la solucién: (2/3, 1/3) para A y nucvamente (0, 1. 0) para B.
Se deduce de aqui que las estrategias

1 2 ] 2 1 !
St U=, St —r)]

para A, y (0, 1, 0) para B son también soluciones para cualquier
valor de ¢ entre 0 y 1.

Ahora dificilmentc scria justificable hablar de una estrategia
optima sin ninguna cualificacién, si no pudiesc constituir una so-
lucién mas que asociada con alguna estrategia optima particular
del oponente. Sin embargo, probamos en IIL. 3 que si Sp y Sy son
dos cstrategias de A y B respectivamente que forman una solucion
y si esto es también cicrto para t, y tp, entonces (Sa, ty) ¥ (ta, Sg)
son también soluciones y ambos grupos producen el mismo pago.
El pago resultante de una solucion se llama ¢l “valor” del juego.
Hemos visto que no todos los juegos ticnen un punto de silla. Sin
cmbargo, es un hecho fundamental en la teoria de los juegos el
de que cada juego de dos personas de suma-cero con un niimero
limitado de estrategias tienc una solucién, posiblecmente con es-
trategias mixtas, para uno o para ambos de los jugadores. La:de-
mostracion se dara en el Cap. IIL
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Un juego en ¢l que ambos jugadores utilizan todas sus estrate-
gias en su solucién 6ptima se llama “completamente mixto” (Re-
ferencia 13). El de cara y cruz y el de “farol” son juegos de este
tipo, pero ¢l siguiente no:

B
4 1 3
s (25 4)

El lector comprobara facilmente que la solucion es: (1/4, 3/4)
para A,y (1/2, 1/2, 0) para B. Estc juego permite aclarar ¢l con-
cepto de “dominio”. Decimos que una estrategia pura domina a
otra, del mismo jugador, si para cualquier clcccién del oponente
la primera cs por lo menos tan favorable como la otra y al micnos
una cleccion es mejor. La matriz dc pago anterior demucstra quc
B cstaria loco si utilizasc su tercera estrategia, que viene dominada
por su segunda.

No es sorprendente que la tercera estrategia no aparezca en la
estrategia optima de B y podria haberse ignorado dcsdc el prin-
cipio.

Debe, sin embargo, entenderse que incluso una estrategia do-
minada puede ser éptima. Por cjemplo, en ¢l jucgo

B
1 2
2 s)

hay dos soluciones (1, 0) para A, y (1, 0) para B, y también (0, 1)
para A y otra vez (1, 0) para B. De¢ csta forma ambas estrategias
puras de A son éptimas, aunque la segunda domine la primera.

No hemos dicho nada sobre la forma de encontrar las solucio-
ncs de un juego, sino solamente cémo probar si un par de estra-
tegias son o no una solucién. Anadimos ahora que si la matriz de
pago cs simétrica de tal forma que pueden .cambiarse los papeles
de los jugadores sin que sc altere el valor del JUC"O, es que el
valor del juego es eminentemente cero.

Los métodos generales de solucionar juegos sc dan mas tarde,
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Q2

en particular en el capitulo IX, pero el lector impaciente se ale-
arara de saber que las soluciones de todos los juegos que citamos
estin recogidas en ¢l Repertorio al final del libro.

CAPITULO 11
Representacion grifica

Resultard de utilidad para los lectores que prefiecren pensar en
términos geométricos la introduccién que ahora hacemos de una
representacion grafica de los conceptos de la teoria de los juegos.
Para una prescntacién en el plano bi-dimensional, consideramos
juegos en que uno de los dos jugadores ticne solamente a su dispo-
sicion dos estrategias puras, y elegimos otra vez como cjemplo

B
4 1 3
A
(23 4)
Mostraremos modelos gecométricos tanto para las estrategias de

A como de B, siendo ¢l primero un jugador con dos estrategias
puras, Los resultados pueden adaptarse facilmente al caso en que

-
w
z

i
Fig. 111
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sea unicamente el jugador de minimizacion el que tiene dos cstra-
tegias puras.

A, puede elegir cualquiera de estas dos estrategias puras o un
combinado de ambas. Su eleccion puede seialarse sobre una linea
recta de longitud 1, como la que se indica en la figura II. 1, cuvos
extremos I y II representan, respectivamente, las dos estrategias.
Cualquier punto intermedio representa una combinacién de las
mismas, de tal forma que, por ejemplo, la eslrategia (1/4, 3/4)
vendra dada por un punto cuyas distancias de II y I estan en pro-
porcién 1:3.

Los puntos fuera de la linea I-II ne nos interesan aqui, porque
éstos no se pueden alcanzar por dos frecuencias mo-negativas.

Perpendicularmente a la linea I-II llevamos en ordenadas las
cantidades que A gana cuando B utiliza una de sus estrategias, por
ejemplo, la primera. En este caso A gana 4, cuando emplea la tac-
tica I, y si usa II chbticne 2. Por otra parie, si elige cualquier
combinacion (m, n) con m 4-n =1, gana (4 m + 2 n),

Todos estos puntos representalivos que tienen como abcisa n y
como ordenada 4 — 2 n con relacién al punto I se encuentran sobre
el segmento de recta (; R, de la figura.

Los segmentos Q, R, y Q; R; que corresponden a la segunda y
tercera estrategia de B se representan también,

Supongamos ahora que A ha elegido la estrategia mixta repre.
sentada por S en el diagrama, Cualquiera que sca lo que B haga, A
obtendra por lo menos una cantidad representada por la ordenada
de la intersecciéon mas baja de la verlical a través de S con las
rectas quo corresponde a las estrategias de B en la figura (la se-
gunda -estrategia de B). Una ordenada analoga puede asociarse a
cualquier punto del segmento en I-II de acuerdo con la teoria de
los juegos. A podria elegir un punto para maximizar esta altura.
A debe clegir un punto que maximice esta ordenada minima. Debe

elegir la estrategia representada por M, la que esta a una distancia
de 3/4 de 1 y 1/4 de IL

Su estrategia 6ptima es asi (1/4, 3/4) como ya hemos visto en
1 3. Se da una ganancia de 2.5, que es la ordenada de V (sobre la
vertical de M) y el valor del juego.

El diagrama muestra también que B nunca debiera utilizar su

20
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lercera_estrategia pura, porque el segmento Q; R; que le corres-
ponde esta sobre el correspondiente a su segunda. El que la pri-
mera o segunda ecstrategia pura sea mejor para B depende de la
eleccion de A; si A elige M, entonces cualquier combinacién de
las dos primeras estrategias de B conduce al mismo resultado.

El lector apreciara que la disposicién de las lincas de estrate-
gia puede ser muy diferente de las de nuestro ejemplo presente y
mencionamos en particular dos casos: (a) cuando hay una estrate-
gia pura y (b) cuando hay mas de una estrategia éptima para A.
Estas se representan en la fig. 11.2. Ahora volvamos a B. Si hay
un punto de silla, la respuesta es trivial. Si no hay ninguno, cnton-
ces resulta claro de la figura 111 que B debe utilizar sus dos pri-
meras estrategias puras solamente y se demostrara mas tarde (en
I1X 4) que si A tiene solamente dos cstrategias puras, B no ne-
cesita utilizar una combinaciéon de mas de dos estrategias propias.

—

ov

a) A)
Fig. 11.2

La estrategia optima de B se ha caracterizado por el hecho de
cualquier cosa que A haga; el resultado es el mismo. De aqui que
sea posible encontrar la combinacién de B, trazando Q, R, parale-
la I-II a través de V v tomando la razén Q, Q,/Q, Q. o también
R,R,/R, R, (ver fig. IL.1). Estas razones son iguales en virtud
dc propiedades simples de triangulos semejantes y también iguales
a la razon de las frecuencias con las que se utilizan las estrategias
puras cn la estrategia Jptima.

2. Otro proccdimicnto posible para descubrir estrategias 6p-
timas de B consiste en la generalizacion del diagrama a tres di-
mensiones. Sin embargo, una gencralizacion semejante sera impo-
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sible si B tienc mas de tres estraegias puras. Introducimos otro
método que tiene la ventaja de que puede proporcionar un cuadro
complcto que se refiera simultincamente a ambos jugadores (su-
poniendo que uno de ellos tiene solamente dos estrategias puras).

En este nuevo método cualquier estrategia de B se representa
por un punto, las coordenadas del cual son los dos resultados frente
a las dos estrategias puras de A. En nuestro ¢jemplo aclarativo los
puntos seran P, = (4, 2), P, = (1, 3) y P, =3, 4).

Si B utiliza cualquier combinado p P, 4- q P, -+ r P, (la nota-
cion ecs auto-explicativa), entonces el resultado para A ecs el
promedio ponderado de los resultados referentes a cada estra-
tegia pura, siendo las ponderaciones p, ¢ y r que suman 1. De

P L
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aqui que la estrategia de B (p, ¢, r) se representara por un punto
cuyas abcisas y ordenadas son los promedios pondcrados de las
abcisas y ordenadas de los puntos dc las estrategias de B. Trazamos
asi el “poligono de las cstratcgilas” de B. Este es un poligono que
incluye todos los puntos que representan estrategias puras y tam-
bién cualquier punto que se apoya sobre una linea recta entre
otros dos puntos cualquiera del poligono. Asi hay una regién con-
vexa y se conoce como la cipsula convexa de los puntos dados. To-
dos sus vértices corresponden a estrategias puras, aunque algunas
cstrategias puras pueden también corresponder a puntos dentro
del poligono.

Nos referimos solamente a puntos dentro y sobre los angulos
del poligono de cstrategias, ya quc los puntos exteriores podrian
solamente darse si por lo menos una pondcracién fuese megativa.
Dando ahora el punto del poligono, o lo quc ¢s lo mismo la estra-
tegia clegida por B, A debiera clegir de entre sus propias estrate-

gias aquélla que haga la ganancia mas elevada.

Si elige su primera estrategia pura gana su ganancia y esta re-
presentada por la abceisa del punto clegido por B, y si elige su
scgunda estrategia pura, su ganancia esta representada por la or-
denada de B. Por tanto, si este punto esta encima o debajo de la
linea L, primera bisectriz de los cjes coordenados, A clegiria su
segundo o primero. Si el bunto esta sobre L, entonces A obtiene la
misma ganancia, cualquicra que sea la estrategia que clija, ya sea
pura o mixta. B, seleccionaria aquel punto del poligono que da a
A mcnos, csto ¢s, cuya mayor coordenada cac lo mas pequeha
posible.

Para cncontrar este punto geométricamente, imaginemos un an-
gulo recto con su vértice desplazandose sobre L y sus lados parale-
los a los ejes de coordenadas y orientado negativamente. Suponga-
mos que cste angulo, colocado a la izquierda y por debajo del poli-
zono s¢ desplaza hacia la derecha y arriba hasta que toca al po-
ligono. El punto de contacto o uno de ellos indica una estrategia
optima de B.

Sc vera que si L corta el poligono y si la interseccién de coor-
dinadas minimas esta sobrc un angulo de pendiente ncgativa (cs
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decir, que desciende hacia la derecha), entonces este punto de in-

terseccion es la estrategia 6ptima de B (Q en la fig. I1.3). Si por
¢l contrario una por lo menos de estas condiciones no se cumplen,
entonces sera uno de los vértices el que indique la estrategia de B
y esta es entonces una estrategia pura, como vemos en la fig. II, 4.

P

Py

P
P2

{(al
7 (4)

Fig. 114

Podemos describir la construccién diciendo que trazamos una
horizontal y una vertical a partir del vértice que esta mas a la
izquierda del poligono; si la bisectriz L, que va de izquierda a
derecha, encuentra una de cstas semirrectas de apoyo antes de en-
contrar ¢l poligono, la solucién del jucgo conticne la estrategia de
B quc esta representada por el vértice de donde salc esta semirrecta
horizontal o vertical. Debiera advertirse que esto pucde ocurrir
incluso si en su curso ulterior la bisectriz L encuentra un lado del
poligono (como en la fig. I1.4 (a). En (a) ninguna estraegia pura
de A domina la otra, mientras que en (b) domina la primera es-
trategia pura. Las dos partes de la fig. II, 4 se reficren a juegos

definidos por
2 5 3 3 4 5
(“)(1 34) (")(2 1 3)

respectivamente.
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Es cvidente que si hay un punto P, en el poligono anterior y
a la derecha y por debajo hay un punto Py, también en el poligono,
entonces P, no debe considerarse porque P, ticne ambas coordc-
nadas mas pequeiias que P.. Esto explica el significado de las in-
clinaciones de los lados del poligono de estrategia de B. En la fi-
gura II.3 ]la primera interseccién de L con el poligono se encuentra
en una lineca de pendicente negativa y los soportes verticales y hori-
zontales son irrclevantes en este caso.

3. Intentamos ahora dar una representacion de las cstrategias
de A.que pueden superponerse sobre la misma figura a las de B y
ofrccer asi un cuadro completo para ambos jugadores a la vez. De-
bemos cncontrar un procedimiento que permita mostrar las ganan-
cias de A y como éstas dependen de su eleccion de estrategia.
~ Designemos las dos estrategias puras de A por S, y S, . Suponga-
mos que elige la combinacién (m, n) m 4+ n = 1. Si B elige ¢l punto
de cstrategia P = (x,, v,) entonces el resultado para Aesmx, +ny,
v quercmos cncontrar una representacion geométrica conveniente
para esta expresion.

Trazamos uma linca a través del origen cuya ccuacién es
mx + ny =0y la llamamos linea de estrategia de A. Dado que m
y n son no-negativas, csta linea coincidira con uno de los ejes o
tendra una inclinacion ncgativa. Hay que advertir también que si
m=1y n =0, la linca de estrategia sera ¢l ejc dc las ordenadas
y mx, + ny, ecs entonces simplemente la distancia de P a este eje,
cs decir, la abscisa de P. Una consideracién similar se aplica a
m =0y n =1 ahora es la ordenada de¢ P. Sin embargo, la distan-
cia de P a la recta mx 4-ny = 0, no es, en gcneral, simplemente
¢l promedio de abscisa y ordenada con ponderaciones m y n res-
pectivamente. Se requiere entonces una representacién diferente.

Trazamos una paralela, a través de P, a mx + ny = 0, esto cs,
la linea cuya ecuacidon es '

mx—+4ny=mx,+ny,
obtengamos la interseccion de esta recta con x = y, es decir con L
(ver figura II.3). El punto de interseccién () tiene una abscisa y
ordenada iguales a
(mx, 4-ny,) /(m+n)=mx, +ny,

que es la expresion de la ganancia de A.
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" Consideramos ahora de nuevo la linea de ecstrategia de A
mx-t+ny=0

B deberéd clegir aquel punto de estrategia disponible, a través decl
cual una linca de estrategia de A corta a L en un punto con una
abscisa (u ordenada) lo mas pequena posible. En general, cste pun-
to scra ¢l vértice en donde el poligono de las estrategias de B cs
tocado cn primer lugar por una paralela a la recta cstratégica de A

que va en el plano de arriba abajo y de derecha a izquierda.

En casos especiales, cuando ¢l primer lado de contacto del poli-
gono es paralclo a la linea dc estrategia, todos los puntos del mismo
son igualmente bucnos para B y, en particular, cualquiera de los
dos vértices dc este lado que corresponden a estrategias puras.

A elegira la linea dc estrategia S que hace la abscisa del punto L,
que B obticne por el argumento anterior, lo mas grande posible (ver
el punto Q con las figuras I1.3 y 11.4). Si el poligono de B corta L
primero (es decir, el mas préximo a la base izquicrda) en un lado
de pendiente negativa, cntonces A no puede hacer nada mejor que
clegir su linea paralela a aquel lado (como en la figura I1.3). Pero
si no hay interseccion ninguna, o primecro una intersecciéon con un
angulo de pendiente positiva (como en la figura 11.4}, entonces A de-
hiera clegir aquel dc los dos cjes de coordenadas que esta mas leja-
no del mejor punto de B. (Es necesario recordar que no puede elegir
una linea con pendiente positiva). ' '

En todos estos casos se ve quc la estrategia optima dec'B es la
respuesta correcta a la eleccion éptima de A y viceversa.

El nimero de ccuaciones m serd, en gencral, mas pequeiio que
el numero de variables n; pero incluso asi no podemos estar seguros
de que exista una solucién no-ncgativa. Esto se aclara con ¢l siguien-
te ejemplo:

' Consideremos las condiciones
o +x=1 x —x;,=2
Por sustraccion obtenemos V
x, + 23 = —1

que no admite solucion posible con valores no-negativos.
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Para hacer la siguiente discusion mas sencilla, introducimos los
siguicntes términos:

Una “solucion” es cualquier grupo X; que satisface todas las
ccuaciones de condicién respecto de los signos de las variables. (No
sc tienen en cuenta, asi como tampoco la forma lineal que hay que
hacer éptima.)

Una solucién “posible” (s. p.) es una solucién con las X; no-
negativas. Una “hase” es un grupo de “m” variables tales que la
matriz de sus cocficientes en las “m” ecuaciones de condicién no es
singular. Estas “m” variables son “variables bhasicas” (v. b.) relati-
vas a las bases, y otras son “variables no-bdsicas” (v. n. b.). Lasolu-
¢ién basica asociada con una base s¢ obtiene haciendo las v. n. b.
iguales a cero y resolviendo las ecuaciones de condicién para las v. b.

Una “solucién posible basica” (s. p. b.) es una solucién basica
que es también posible.

Estaria mds de acuerdo con el dlgebra designar con la palabra
base ¢l sistema dc m vectores con m componentes definidos respec-
tivamente por las m columnas de la matriz cuadrada no singular de
(ue acabamos de¢ ocuparnos.

En otras palabras: siempre existe una solucién al menos cn tér-
minos de ecstrategias combinadas. Las cstrategias 6ptimas pueden de-
ducirse del diagrama. Asi, en la fig. I1.3, la estrategia 6ptima viene
dada por {(1/2,1/2,0), mientras que la de A viene dada por los coefi-
cientes de la ccuacion de S. Los valores numeéricos de estos coe-
ficientes se deducen facilmente del hecho de que la linea S es pa-
ralela a P, P, , csto cs, a

B3—2)x+4-"1)y=0
descubrimos que los cocficientes ticnen la razén 1/4:3/4. En la
figura 11.4 las cstrategias 6ptimas forman un punto de silla, y son
incluso mas faciles de encontrar. El valor del jucgo es la abscisa
de Q en cada caso.

Estas consideraciones contienen implicitamente una prueba geo-
métrica del tcorema fundamental cuando uno de los jugadores tiene
solamente dos estrategias puras. El préximo capitulo contienc una
prucba algebraica que es de aplicacién general.
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CAPITULO 111
Algebra de la teoria de los juegos

Introduciremos ahora una notacién algchraica con objeto de ob-
tener resultados generales.

Considercmos que A y B ticnen n y m estrategias. El resultado
dc la combinacién de la estrategia i de A y de la j de B lo
designaremos por a,;. Si A utiliza sus n estrategias puras en pro-
porciones x, ...: x,, siendo x; + ... + x, = 1, designaremos esta
cstrategia mixta con la netacién (x) = (x, ..., x,). De un modo
similar una estrategia mixta de B sc designa con la notacion
(y) =@y s ¥m)sdonde y; + ... + yn =L x; .2 ey o) yme
son no-negativas. Debe tenerse csto en cuenta siempre que utili-
cemos las expresiones (x) 6 (y).

Si A y B cligen, respectivamente, las estrategias (x) ¢ (y), la

n m
csperanza matematica del jugador A es X I x5, Ay
i=1 j=1
Considercmos ahora como decberan clegir las estrategias los juga-

dorcs A y B si adoptaran el punto de vista de la teoria de jucgos.
Si A elije la estrategia (x), por cjemplo, debe temer que B elija

n m
la(y) que hace ¥ X =z, ¥, Ai; lo mds pequeiio posible.
i=1 j=1
Pero si B pucde elegir una estratcgia mixta, él puede hacerlo,
por lo menos dc una forma con una estratcgia pura, a causa de que

la csperanza es una media ponderada de las cantidades £ x; A,j, con
pondcraciones positivas y,, cuya suma cs la unidad y la esperanza,

no puede ser inferior a ¢l valor mas pequeiio de los £ x; A);. De
aqui que A necesitc examinar las estrategias de B y obscrvar para
cada una de sus estratcgias la quc de la espcranza menor. Para una

estrategia (x) designamos esta esperanza minima por:

min. £ Ay on=23 A,“j);i (1]
i §
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donde j (X) representa la estrategia para la cual se obticne ¢l mi-

nimo, cuando (X) es la estrategia elegida por A.
A desea hacer este minimo lo mayor posible. Por lo tanto, cle-
gird una estrategia (x) llamada “éptima” a la cual corresponde la

csperanza minima
(2]

max min L Ay xy == max L Ay, x; =V,
(x) J i X i

Consideramos V, como el “maximin™ es evidente que el “ma-
ximin” “puro”, ¢s decir, max min Q;; = U es igual o inferior a
i J

V,; U, £V,

Podemos repetir este argumento desde el punto de vista de B.

Comenzamos por suponer que elige (y) y entonces observa que A
miraria de la mejor forma por sus intereses eligiendo aquella es-
trategia (x) que hace lo mayor posible la esperanza matematica

max LAy =X A,y (3]
i J

en donde ¢ (y) es el indice de la tactica de A para la cual ¢l ma-
ximo se alcanza cuando (y) es la estrategia elegida por B.

B elegira una estrategia (y) que llamaremos “6ptima” que haga
este maximo lo menor posible, es decir, ignal a
[4]

min max £ Ajjy, = min £ A, ,y; =V,
¥) i J ) J
V, recibe el nombre de “minimax”.
De nuevo se pone de manifiesto que cl “minimax” puro, cs decir,
min max a;; = V, es superior o igual a V,; V, £ U, .
J i .
Debe aclararse, que cuando hablamos de un maximo o dc un mi-
nimo, puede haber mis de una estrategia que lo produzca, y cuan-
do hacemos mencién a “la” estrategia 6ptima, nos estamos refirien-

do solamente a una cualquicra de ellas.
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El teorema fundamental de la teoria de los juegos o Teorema
Minimax (T, M, M) establece que siempre V; = V,. Es facil de-

mostrar que V, £ V,, es decir, que el maximin nunca es mayor que

¢l minimax. En cfecto, consideramos las cstrategias optimas (x) e (y)
definidas por las relaciones

Vl = min Za.J;.
J oot

V.

max X Qy, y,
i3
las desigualdades siguientes se deducen
V éz E(—Iu.‘\—" ¥ <V2
i

lo que establece que V) £ V,, sera suficiente, pues para demostrar
¢l teorema del minimax cstablecer ademas que V, > V,, lo que
rcalizamos en 3.2

Resulta de la relacion V, €V, que U, £V, =2V, £ U, el
maximin puro es igual, a lo mas, al minimax puro (esto equivale a

decir que existe un punto de equilibrio, como se demostrara en el
parrafo 3.3), entonces V, = V,.

Demostraremos ¢t T. M. M en la préxima seccién. Suponiendo
su validez, deducimos de [1] y [3] que

‘rl = zauﬁ_\;{ =2 2(1”;1;’1 =2 A]G)J;J [5]
i [ j

Estas ecuaciones nos dicen quc las dos estrategias (x) e (y), que
sc cligen para asegurar a A la mejor proteccién contra la estrategia

pura de B j (x), y a B la mejor dcfensa contra la tactica i (y) de A,
asegura asi la mecjor defensa del uno contra el otro. En consecuen-

cia, si A elige {(x), B no necesita elegir j (x) para incurrir en la

menor pérdida posible, sino que puede igualmente clegir (y), que
zcneralmente serd una cstrategia mixta. Esto pudiera no ser cierto,

a menos que cada cstrategia pura que forma parte de (y), diese
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conjuntamente con (x) el mismo resultado que la estrategia

pura j (x).

Sin embargo, no es exacto decir que B puede hacer uso de (y),
6 j (x) y quedan indiferente ante la cleccién de A. Por el contrario,

unicamente puedc pensar csto si B elige (y), ya que dec otro modo A
podria obtener una ganancia superior al minimax V, .

3.2. Demostracién dcl teorema fundamental: Igualdad del ma-
Ximin y minimax.

2. Llegamos ahora a la prueba del T. M. M. Se conocen actual-
mente muchas demostraciones. Histéricamente la primera fué la pro-
porcionada por von Neumann (Ref. 22), ésta no es'la elemental y
no es la misma dada por el mismo autor (Ref. 23). J. Ville di6 una
demostracion elemental en 1938 (Ref. 27), sobre la cual hablarcmos
mas adelante (Ref. 24). La que vamos a reproducir figura en el tra-
tado de von Neumann y Morgenstern (pags. 153 y ss. Ref. 32).
Otras demostraciones del tcorema las daremos cn (8.2) cuando nos
ocupemos de la programacién lineal, estableciendo un teorema mas
general: ¢l tecorcma fundamental dc dualidad. Nuecstro objetivo es
probar que V, = V, y sabemos que es suficicnte demostrar que
V,£V,.

La demostracion se deduce de dos Iemas que debemos demostrar
primero.

Lema 1: El tcorema de los hiperplanos de apoyo (T. H. A.). Su-
pongamos dados los valores aiy (i =1, ..., n; j=1,... m). Conside-
remos los elementos de cada columna (ay; ... a,;) como un punto A,
en un cspacio n dimensional, y decimos que otro punto A = ¢, ... a,,)
de este espacio pertenece a la capsula convexa de A, ... A, si po-
demos encontrar m valores no-negatives ¢, ... t, que suman la uni-
dad de tal forma que para cada uno de los n indices i =1.2...n
@ =tia + ...+ tham. '

Esta capsula es convexa, esto es, si dos puntos perteneccen a ella,
todos los puntos sobre el segmento que determinan pertenccen a
ella. El lector no tendra dificultad en deducir esto de la misma de-
finicion.
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El T. H. A. (cn la forma en que lo necesitamos) establece que
si ¢l punto 0 = (0,0, ... 0) no pertencce a la capsula convexa deter-
minada por los puntos A, ...A, se puede cntonces encontrar va-

Fig. 1111

lores S, ... S, tales que para cualquicr punto A pertencciente a la
cnvoltura convesa ocurra que

S;A, +5, A, 4+ ...+ S, A >0
Para n = 2, 3 csto resulta evidente intuitivamente (V. Fig. 1IL1).
Estos casos especiales explican también el nombre del teorema,
ya que un hiperplano es la generalizacion de las nociones de recta
v plano a dimensiones mas elevadas.
Demostraremos el lema para el caso en que n sea cualquiera.

Si 0 no pertencce a la capsula convexa C, hay entonces en C
un punto diferente de 0, para el que el cuadrado de la “distancia
desde 07, esto es, la suma dc los cuadrados de las coordenadas de
C, es minima. Consideremos que éste cs el punto S. (S,,S,,S,). Su-
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pongamos ahora un punto arbitrario de C, A = (g, ... a,). Para
cada t entre 0 y 1, el punto con coordenadas [ta; + (1 —¢t) S,] tam-
bién perteneceria a C. Por otra parte, su distancia al punto 0 cs
por lo menos igual a la del punto S, esto lleva consigo para 0 <t <1

Elta +(1—1)S]1>X82
i i

Se deduce por algehra elemental que si 0 <t < 1
2

258, (a—S) +tT(a,—S,) >0
i i
Si ¢ tiende a 0, la ecuacién tiende a

ES](“]_Sj) >0
i

ESlal>ZSlz>0
i

(ya que S es distinto de 0). El lema I queda establecido.

2. El teorema de la alternativa para matrices (T. A. M.)

Dados los valores a;; de la matriz de juego consideramos la cap-
sula convexa C dc los puntos A, ... A,, (definida como antes) y de
los n puntos I, (1,0...0) I,(0,1,0,...0) ... £, (0,0, ... 0, 1).

El punto I;, o bhien pertecnece a C o no. EI T. A. M. establecc

quec en el primer caso existe una (y) tal que para cada uno dc los
nindicesi=1,2,...n

anyit+a,y,+ ..+ G yn =0 {1}
y quc en el segundo caso hay alguna esirategia (x) tal que

ay;x, -F ... anyxy > 0 para todo j,

Caso I. El punto 0 pertenece a C, es decir, existen m 4+ n va-
lores t,, £;) ... tmin todos no-necgativos y de suma igual a la unidad
tal que, para cada uno dc los n indices i =1, 2,...n o

tiay Ftaaig+ . bt @it =0
tyay, F b+t nain = —tnn £0
ty + ... -t son positivos, dado que de otro modo todas las ¢, (i =

= 1,... m 4 n) serian cero y no podrian sumar 1.
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Se deduce de aqui que basta elegir

yy=t/(ty +t, H ...t ty) con j=1,2,..m

Para obtener una estrategia (y) que satisfaga [I] lema 1.

Caso II. Fig. IIL. 1. El punto 0 no pertencce a C, por el cxisten
n coeficientes S,, S,,... S, tales que para cada uno de los m in-
dices j=1,2,...m

Sia;5+...-+S4a,; >0 con S§;,>0..5,>0

(ya que los puntos (1, 0... 0) cte. pertenecen también a C). En con-
secuencia basta elegir los valores a; = §,/(S; - ... + S,) para ob-

tener una estrategia {x) quc satisfaga (if). Esto prueba ¢l lema 2.

Teorema fundamental. Igualded del mdximin y minimax

El lema anterior se utilizara para probar ¢l tcorema fundamental.
En el caso primero, antcriormente estudiado, existia una estrategia
(y) tal que Z a;; y; £0 para cada uno de los valores dec ¢ y de
aqui quc ’

max Za;;y; £ 0

i J
Por tanto

V,=min max Za;;y; £ 0
) L | .
En el segundo caso existe una cstrategia (x) tal que

a; x>0
i

para cada uno de los valores de j y de aqui que

min X% a;x; >0
i
Por consiguiente
V,=max min L a;;4, >0
(x) J
Asi hemos demostrado que no es posible quc simultineamente
q q
V,<0y V, > 0. Considercmos ahora la matriz de resultados que
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tienc como elementos (a,; —k) en donde k es una constante arbi-
traria, positiva o negativa. La demostracién anterior aplicada a esta
matriz, establece que no es posible que V, £k <V, sea k lo que
fuere. Por lo tanto V, nunca puede ser mds pequena que V, lo que
prueba el tecorema fundamental T. M. M.

A causa del gran interés matematico de estc tcorema, destaca-
bamos antcriormente la demostracién de J. Ville. Se sigue de (4) que

max % a;y; N V:,_
U

para todas las (y). En otras palabras, para cada (y) hay por lo
menos un indice i tal quc

Zayy2V,
j

Se demuestra en la (Ref. 27) que es posible encontrar una (x)
tal que

Z'Zau;; }',}:V.‘,
i

para toda (y). Se sigue que

Vo£€minE Zayxy;<max min L X ax9 =
y {1 x)y (n 13

= max min Za;;x, =V,
X J i
3. En I 3 introducimos el concepto de “solucién” de un juego.
Damos ahora una definicién precisa de esto sobre lineas bastante
diferentes, que como luego demostraremos son equivalentes a las
seguidas en I 3.

Cualquier par de estrategias (x) e (y) es una solucion del juego
((lu) si
DY 'lu_xl 3’1 = mix min X a;;x; =
(W] (x) J i

=min max Xa;y, =V,
) 1 j.

Nada de lo que hemos dicho conduce a la conclusién de que
solamente puede haber una solucion para cada juego. Pero dado que
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s6lo puede haber un miximin o minimax, es evidente que todas las
soluciones llegan al mismo valor V =V, =V,, el valor del jucgo.

Considercmos ahora que C‘t—) (y_), y (x) (;) son solucionés. Entonces

(x) e (y) es también una solucién en virtud de la definicion de
solucion

Z z «y, x_l )—/j > E Z aiy X ;J‘ o 2 Z [ L\_’] _;'J

PoJ ij i
v también

X¥apxy;2ZYa %y, 2T Say,xy,
b i i

Se sigue que todos los términos en estas desigualdades deben tener

¢l mismo valor.

- .. . .. . . e |

Consideremos ahora la siguiente cuestiéon de importancia prac-

tica. Dadas dos estrategias (x’) e (y') ;Cémo puede probarse si son
una solucién de un juego determinado?

Si (x') e (¥') son una solucién, necesariamente deba cumplirse
(@) EZ2a,;x,y;£E a2’ y; para todo (y)
i iy
b)) ZXa,x 1y, >xEZ2Za;x,y; paratodo (x)
i i
Estas dos desigualdades son también suficientes para que (x')
{y') sean una solucion, como demostraremos a continuac¢iéon. Con-
sideramos que si ambos jugadores han elegido sus estrategias y nin-
guno de ellos se encuentra mejor fuérd de esa eleccién siempre que

el otro mantenga invariable la suya, entonces son una solucién. La
demostracion es como siguc:

De (a) y (b) tenemos. Férmula (¢)

mixZZayxy;= LZa;xiy;=minI Ta,x,y,
(x) 1] (y) i 3

Pero claramente tenemos también

(@ niin max X Zayxy;£max X ajxy’y

y) (x) i} x) 1 4
(e) max min X Y a;i;x; v, > min X ¥ a2y,
(X) ) i3 ) i3]

21
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A causa de que los términos de la izquierda de (d) y (e) son
iguales, deben ser iguales también al término central de (C). Esto
completa Ia demostracion. Asimismo, nos dice quec la definicién de
solucién dada aqui cs equivalente a la 1.3.

Si el juego tiene un punto de silla, esto es, si podemos encontrar
estrategias puras (x,) ¢ (y,) que satisfagan (a) y (b), sc deducc en-
tonces de (c), (d) y (e) que el valor del jucgo es igual al maximo de
la fila minima y también al minimo de la columna maxima. Para
una matriz de juegos muy grande esto proporciona un criterio mas
convenicnte para determinar la existencia de un punto de silla que
una investigacion a través de la matriz completa.

4. Si un juego no tienc punto de silla, entonces la determina-
cion de una solucién o de su valor no es tarea facil. Diferimos esta
cuestién a la ultima parte del libro, porque sera contestada por un
método de calculo mas sistematico quc soluciona un problema mas
general. Esic se introduce ahora. .

Consideremos una matriz de juego dada. Si A elige (x) pucde
pensar acertadamente que obtendra por lo menos

min £ ajjx; = V'
it
Tenemos, por lo tanto,
3%, + aax, & o bapy =V para j=1,2....m
con x, >0 x,2>0... x>0
x+tn 4. 4 =1

A quiere hacer V! lo mayor posible (V' maximin sera entoncces
el valor dcl juego). Este valor no e¢s necesariamente positivo, pero
lo sera si anadimos una constante a todas las «;; de forma que las
hagamos todas positivas. Ello aumenta ¢l valor del juego en la mis-
ma constante, pero no cambia la solucién. Podcmos, por tanto.
suponcr que V' ¢s positiva e introducir las nucvas variables
xy = x;/V' que como las x, toman valores no-negativos. Dividiendo
las desigualdades preccdentes por V' obtendremos el sistema
apyx’;, +ayx’,+ ... ey, 1 para j=1... m con

x,20¢,20...2, 20
1

x'l ‘+‘ xlg + + x'n =—V_’
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El término a la derecha de la segunda ccuacién debe minimi-

2arsc.

Repitiendo este argumento para B, obtenemos

a ¥, Fasy. . Famya<g]l para i= 1,2,7..n con
. ‘ - ' i
yi20 y,20...5n>0 con 3y, +y, —{—...ym:-——\?—,

* y.+3y.+4+ ...y m ha de hacerse maximo

Hemos llegado a la conclusién que el problema de los juegos
puede reducirse a un caso especial de un problema mas general,
que pucde expresarse como sigue:’

Consideremos las constantes a,;, by y ¢, i=1..ny j=1..m

Hay que encontrar valores no-negativos x; e y, tales que Z a;x;> b
)

para los valores de j haciendo X ¢, x, = C lo mas pequeio posible
i .

y Y ayyy; £ ¢, para los valores de i haciendo £ b; y; = B lo mavor
J J
posihle

Los dos problemas son, respectivamente generalizactoncs dc los
que los jugadores A y B tienen que rcsolver y estan relacionados
entre si. Se dice que csos problemas presentan entre si una relacién

de dualidad. Se demostrara (en VIIL3) que ¢l maximo de X b, yq
c¢s igual al minimo de Scl x.. Esto cs, en el caso cs(;;)ccial de 5]a teo-
ria de los juc:;(;s, cquivz;lcnte al (T.M. M), .

Otra forma de reducic ¢l problema de los jucgos a uno de P.1
s¢ indica en el cap. 1X.1.

5. En tanto cn cuanto consideramos unicamente cstrategias pu-
ras, los resultados constituyen un grupo discreto. Con la introduc-
cion de estrategias mixtas, esto no es cicerto. Podemos considerar
ahora que A tienc a su disposicién un conjunto infinito de estrategias

Xj(xpxg...xy) = Zayx para j=1,2,..m
i
Y, (ylyg...yn,} = Sayv para i=1,2,...n

%
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El resultado que se obtiene de dos cstrategias cualquiera es

Plryx; ...x,: ¥ ¥ ¥e) =22,y =Zyia = L Zayyxyy
j i i

Si consideramos una funcién de pago Agp + Ag; x+ Aoy +Anxy
cn donde x e y toman valores cntre 0 y 1, este juego es entonces
cquivalente a uno discrcto finito, ¢n €l que los jugadores ticnen
dos estrategias cada uno. Pero podemos llevar a cabo una ulterior
gencralizacion suponicndo para x ¢ v algunas funciones no necesa-
riamente lineales y para P otra funcién no necesariamente bilineal.
En casos todavia mas generales, por ejemplo, cuando la funcién P
no es continua, nuestra prucha del T. M. M. pierde validez. No po-
dcmos entrar aqui en mas detalles, diremos no ohstante que J. Ville
(Ref. 27) ha demostrado que un teorema analogo al T. M. M. se ve-
rifica si P es una funcién continua de dos variables en el dominio
0<Lx<L]l 0<Ly<1 (v. también ref. 20, pag. 186) se consideran
casos mas complicados en las Refs, 16 y 17.

Finalmente, mencionamos que un tratamiento completo de la
tcoria se expone en los dos primeros capitulos de la Ref. 4, aunque
hay que decir que no es un lihro para principiantes.

‘CAPITULO IV

Una idea de la programacion lineal

El término Programacién Lineal {P.L.) describe la solucién del

siguiente problema:

Consideremos un grupo de-ecuaciones o “condiciones” dadas en

la forma. siguiente:
%, Fag, x, + .. Lan, x, = b,

Uy Xy A U Xy 1 o - ttna 20 = by
{1]

Gm Xy + Gm X, + ..+ Aam Xg = by

Se peccsita encontrar valores no-negativos ‘de las variables
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%, ... X, que satisfagan las condiciones antcriores y hagan el valor
de una forma lineal

C=c,x;+coas+ ... Fegx, f2]

tan pequefio como sca posible.

" Podemos suponer que las ecuaciones 1 son linealmente indepen-
dientes, ya que, dc otro modo, podriamos climinar una o varias de
ellas. Lo

El mismo ‘problema, pero sin la condicién de que las variables
scan no-negativas, puede transformarsc en el anterior por cl cam-
hio de variable'x; = ¥, —x".. Con x'; > 0x"; > 0 la forma anterior
es también adecuada para representar el caso en que alguna o todas
las ecuaciones se remplacen por desigualdades, dado que

(%, - ayx, b2 anyxn £ b

a;x, + oy x, - o Foany a2 by

es cquivalente a g - .

QX + Qo Xo + ... Uy Xy — Xna; = by
a,;x, +a2.i X, + + Unj Xn +anJ = I)J

con la condicion de que xn.; sea también no-negativa. Llamamos cs-
tas variables x,,; “adicionales”. .-

Si fuese nuestro objetivo el hacer maxima una F. L. determina-
da, entonces reduciriamos este problema al antcrior, haciendo que
el negativo de la F. L. se minimizasc. En este caso dehemos camhiar
cl signo del valor minimo de la F.L. minimizada para obtener cl
valor maximo de la F.L. original que descabamos fucse maxima.
Alternativamente, podriamos considerar el problema de maximiza-
¢ién como un problema auténomo. Hablaremos cn vista de esto de
“optimizacion” cuando nos refiramos a la maximizacién o minimi-
zacion. Hemos visto en el tltimo capitulo que una formulacién al-
gebraica del problema de los juegos conduce a la P.L. Daremos
ahora ulteriores ejemplos que muestran que la habilidad para opec-
rar con un problema de P.L. puede hacerla util en una gran va-
riedad de situaciones.

Quizas el primer problema de este tipo quc aparecido cn la
literatura s¢ debe a F. L. Hichcock (Ref. 12, ver también Ref. 14 y



326 LIiRROS (R. E. P., XI-

¢l cap. XX1II de Ref. 15 por G. B. Danizig). Suponcmos que hay ag
Barcos en los puertos Pg y que deseamos enviarlos a unos puértos
de destino Q. de¢ forma que b, de cllos se trasladen al puerto dc
destino Q.. Suponemos que si nos importa dénde va el barco, cs
porque el coste de movilizar un barco de uno a otro puerto ce di-
ferente para distintos pares de puertos.

Designaremos al miimero de barcos que han de moverse eventual-
mente de Pg a Q, por y,, y suponemos que el coste de mover asi
un barco se conocc y cs ¢5;. Nuestro objetivo es hacer que el proce-

so de movimiento sca lo mas harato posible, esto ¢s, minimizar

L cor ¥Yst
st

con las condiciones

Yys =as para s=1.2,...n

Lyo=b, para t=1,2,...n
s [
recordando que las ys, deben ser no-negativas. Si tcnemos también

informacion sobre ¢l coste de transporte entre puertos de la misma
categoria y quizas hacia y desde puertos intermedios que no son P
ni (), podremos considerar la posibilidad de transhordo, es decir,
pasar por puertos intermedios. Sin embargo, cl coste de almacenaje

v de entrada cn muelle, deben considerarse en cse caso.

Este problenia de transporte, al menos en su forma mas simple,
¢s idéntico formalmente al de distribuir n personas entre n empleos,
de tal forma que su valor total se maximice, cuando se conocen los

rendimientos individuales de cada persona en cualquier empleo.

Un problema en otro dominio bien diferente es el siguiente: V
ha oido que necesita por lo menos b, unidades de grasa, b, de pro-
teinas y b; de hidratos de carbono por semana para estar fuerte y
sano y V sabe también las unidades de los varios items de alimentos,
es decir, F; conticne respectivamente a;; (j =1,2,3) unidades de
vstos ingredientes. V desca comprar alimentos con el menor gasto

total, pero de tal modo que se cumplan las exigencias nutritivas.
Si cntonces C; es el precio de una unidad de F; y x; la cantidad

que' V compra de ella, V quierc minimizar T ¢; x, sometida a las
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§

1 . .
condiciones T a;; x; > by para j = 1,2, 3. Hemos introducido el signo
" i )
> porque puede ocurrir que sea mas bharato comprar algin item

que dé con exceso ¢l minimo exigido. (Cf. Ref. 25).

Las variaciones de estc problema pueden ser mas reales que
csta forma simple que acabamos de exponcer. Por ejemplo, a V le
puede no gustar tener una alimentacién demasiado fuerte en fécu-
las y puede estar dispuesto a pagar mas otros alimentos para limi-
tar la cantidad de ellos. En un problema relativo al aprovisiona-
miento maritimo puede argiiirsc que lo quc importa no es la eco-
nomia en el coste, sino mas bicn en el peso o volumen, y lo que se
debe minimizar es la provision excesiva que representa la diferen-
cia entre los dos miembros de las desigualdades anteriores.

Los modelos de P. L. se aplican a muchos mas problemas. Un
propictario de almacenes quiere comprar cuando los precios son
mas bajos y vender cuando son mas elevados, pero su capacidad de
almacenaje es limitada y esta restriccion afecta a las distintas mer-
caneias de diferente forma (Ref. 6); hay difercntes formas en las
que la combinacién de petréleo pucde satisfacer distintas exigen-
cias y el coste y los precios de venta para los diferentes productos
son también diferentes. (Ver Ref. 10.) Puede descarse comenzar una
campaiia de publicidad y seleccionar diversos medios cuya eficien-
cia es expresable en términos cuantitativos, se puede querer mini-
mizar el costc o por cl contrario para maximizar el efecto con un

determinado coste total. Ejemplos similares s¢ pueden ver cn la
Ref. 15.

La mayor parte si no todos estos ejemplos ticnen un matiz eco-
nomico y mencionamos un cjemplo final de la teoria de la empresa
{(Ver Ref. 11). Suponemos que una cmpresa puede utilizar varios
procesos de produccién P (j =1, 2,... m) ¥ que su intensidad pue-
de medirse. Suponemos también que la intensidad es tal que cuando
se multiplica por una constante, las exigencias para todos.los ma-
teriales R, utilizados en el proceso sc multiplican por el mismo fac-
tor. Denominamos la cantidad de R; necesitada en P; cuando su
intensidad ¢s la unidad, por a;;. Entonces si P; si se utiliza al nivel
«de intensidad (no-negativo) y,; la exigencia quc aparcce para R; es
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3 aij yi. Si ¢l heneficio del,producto del proceso Py al nivel unidad
b
es p;, podemos imaginar que la empresa trata de utilizar sus va-

riados métodos de produccién a niveles tales que el beneficio total
% pyy; sea maximizado, sometido al hecho de¢ que no mas que ¢,

1
cs util de R,, esto es, sometido a

Yayyi<£t, para i=12,...u
:

Hemos supuesto que el beneficio de las ventas es proporcional
» la cantidad vendida y que la cantidad de material bruto necesario
para cualquicr proccso es proporcional a su nivel. De aqui ¢l nom-
bre de programacion (proporcional) lineal. En la literatura moder-
na cste término ha sido reemplazado por Analisis de Actividades dc
la Produccion y Distribucién (el titulo de la Ref. 15), pero nosotros
nos hemos inclinado como nombre conveniente por el de progra-
macioén lineal. (Para ulteriores ejemplos consultar Ref. 19). Los eco-
nomistas tendrian que hacer sin duda muchas sugerencias sobre la
validez de los modelos, pero nosotros no queremos entrar en su
terreno.

Podria quiza pensarse, por un momento, quc scmejantes prohle-
mas podrian solucionarse utilizando el calculo diferencial. Sin em-
hargo, veremos muy pronto que las soluciones que hemos clegido
sc encuentran en general no en puntos donde alguna derivada cs
cero, sino en puntos sobre la frontera de la regidn definida por las
diferentes condiciones impuestas a las variables, comprendida la
de ser no-negativas. Es claro que se necesitan técnicas especiales
para resolver eficienteniente estos problemas.

2. Antes de mostrar cualquiera de los métodos que han cido
adoptados por la P. L., es interesante contestar una pregunta que
puedec plantcarse en conexién con problemas practicos tales como
el de la publicidad que hemos mencionado. Supongamos primero
que se dan m condiciones y que es necésario minimizar una F. L.,
C. Podemos considerar a C como el coste de un proceso y el miem-
bro de la derecha de la primera ecuacién a condiciones es decir b,
como el beneficio cuya cantidad ha sido fijada, mientras que el res-
to de las m-1 ecuaciones de condicién representan determinadas con-
diciones. Se puede entonces preguntar, después de haber determi-
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pado €l minimo del costo, si no hubiese sido posible obtener un
beneficio superior a b;, particndo C de un puente de fondos igual a

este valor minimo de C. (Ver Ref. 2 a, Apéndice al primer articulo.)

Hagamos abstraccién de la primera ecuacién de condicién v
consideremos todos los valores del beneficio b, y el coste C compa-
tibles con las (m-1) restantes ecuaciones de condicién. La lincali-
dad de las expresiones b, y C y la de todas las ligaduras de las va-
riables llevan consigo que los puntos de abscisa b; y ordenada C de-
finidas en un plano cartesiano forman un dominio convexo. En
efecto, si los puntos (b, C') y (b, C) corresponden respectivamen-
te a los valores x'y y x”; de las variables x; los puntos b’y + (1 —-
—8) b, y tC 4 (1—1) C"] del segmento de recta que los une
[0 < ¢ £ 1] corresponden a los valores [tx'y + (1 — t) x";] que, como
las x'y y i satisfacen a todas las condicioncs, ya que >0 ¥
|l —t>0.

by

Fic. IV.1

Para una b, determinada el valor maés pequeio de C scra la
ordenada mas pequeiia de la interseccion del dominio convexo con-
siderada y la vertical de abscisa b,. Se deduce que para que sea im-
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posible obtencr un beneficio superior a b, con unos costes C igua-
les al minimo correspondiente a b, es suficicnte, en ¢l caso general
que el valor dado b, sea por lo menos igual a la abcisa del punto
mas bajo de cste dominio convexo (es decir el punto correspon-
diente al coste C minimo teniendo en cuenta las (in-1} ecuaciones
de condicién restantes), siendo a lo mas igual a la abscisa del punto
.mas a la derecha (es decir el punto correspondicnte al beneficio
b, maximo). ’ :
El caso particular en que el dominio convexo en vez de un
punto minimo tenga un lado horizontal es obvio. ‘

3. Las diferentes técnicas de calculo para solucionar el proble-
ma de la P. L. dificre por la forma con que se alcanza la meta. En
wste capitulo, en principio, procedemos buscando un grupo de va-
lores no-negativos x, ... x, que satisfagan las condiciones; solamente
entonces trataremos de averiguar si otros valores no negativos de
las variables producen un valor mis pequeiio de C. En los capitu-
los VIII y XI introducimos métodos cn los que partimos de valores
(e no son necesariamente no-ncgativos y buscamos valores que sean
todos no-ncgativos.

El nimero de eccuaciones m, sera en general mas pequeiio que el
numcro de variables n; pero incluso asi no podemos estar seguros
de que exista una solucién no-negativa. Esto se aclara con el signien-
te ejemplo, consideramos las condiciones x, +x, =1, x;, —x; =
== 2, Por sustraccién obtencmos x, 4 x; = — 1, que no admite so-
lucién posible con valores no-negativos.

Para hacer la siguiente discusion mas sencilla, introducimos los
siguientes términos:

Una “solucién” e¢s cualquier grupo X, que satisface todas las
ecuaciones de condicién; los signos de las variables no sc tienen en
cuenta, asi como tampoco la forma lineal que hay que hacer 6ptima.

Una solucién “posible” (s. p.) es una solucién con las x; no-
negativas. Una “base” es un grupo de “m” variables tales que la ma-
triz de sus coeficientes en las “m” ecuaciones de condicion no es
singular. Estas “m” variables son “variables basicas™ (v. b.) relati-
vas a las bases y otras son “variables no-basicas” (v. n. b.) La solu-
cion basica asociada con una base s¢ obtienc haciendo las v. n. b.
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iguales a cero y resolviendo las ccuaciones de condicion para las
“variables basicas”.
Una “solucién posible basica” (s. p. b.) es una solucién basica

(ue es tambhién posible.

Estaria mas de acuerdo con el algebra designar con la palabra
hase el sistema de m vectorcs con m componentes definidos, respec-
tivamente, por las m columnas de la matriz cuadrada no singular
de que acabamos dc ocuparnos, pero nosotros encontramos con-
veniente utilizar este término para el grupo de las m variables co-

rrespondientes.

4. El primer procedimiento a explicar es ¢l llamado Método
del Simplex (M. S.) debido a G. B. Dantzig (Ref. 15, cap. XXI). El
nombre deriva del hccho de que uno de los primeros ejemplos
que hubo de: resolverse por cste mcétodo contenian la condicién
%, +x,+ ... 42, =1 que, junto a las condiciones x; > 0, definc
un “simplex” en gcometria n-dimensional. El nombre se utiliza
ahora para el procedimiento cualquicra que sca la forma de las

ccuaciones de condicion (lincales).

En estc método las ectapas son las siguientes:

Primero, encontramos una s. p. h. dcterminamos entonces si el
optimo ha sido ya logrado, si no, entonces suprimimos una de
las v. b. de la base ¢ introducimos en su lugar otra variable. La
nueva base es tratada de la misma forma y sc rcpiten las etapas’
si fuera necesario. Se demucstra que este proceso debe terminar
cventualmente, ya produciendo el optimo o demostrando que las
exigencias son contradictorias, o que los valores de la F.L., que
pueden presentarse, no estan acotados (por abajo si la F. L. ha dc
ser minimizada, o por arriba en ¢l caso opuesto).

Un ejemplo simple del caso ultimamente mencionado nos lo
da hacer maximo ¢ = x, 4+ x, con la condicién x;, —x, = 0 para
1, Y x, no-negativas.

Admitiremos por ahora que el examen de¢ las ecuaciones de con-
dicién, o la naturaleza fisica del problema permiten encontrar una
solucion basica a partir de la cual el proceso de calculo pueda des-
arrollarse. De otra forma, surgen complicaciones, de las que se ocu-
pa ¢l capitulo VIL
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Un ejemplo ayudara a aclarar ¢l principio dcl método. Consi-
deramos formulado el problema de la siguiente forma:

—2x, + 2y =2
x,—2zx,+x,=2

oy + ntx=5

Minimizamos x, — x, = C para las x; no-negativas. Las condi-
cioncs pueden, por cjemplo, considerarsc que proviene de des-
igualdades, ya que cada una de las x,, x, y x, aparecen solamente
en una de las ecuacioncs.

En este caso, es facil ver, por inspeccién, que una s. p.b. viene
dada por x, =0, 2, =0, x;= 2, x, =2, x;, = 5. Podemos expre-
sar las variables que forman la base en funcién de las otras va-
riahles

=242z, — x,
x,=2-— x;,4+2x,

Xs =5— x;,— X,

Podemos también expresar C en funcién de las v. n. b. Pero
esto esta ya hecho: C=—zx, +x,.

Veamos seguidamente si el minimo de C ha sido ya logrado.
El cocficiente dec x, en la expresion para C es negativo. En conse-
cuencia, un aumento dc x, disminuira C. Pero si aumentamos x,.
entonces x3, x, y x; cambiaran, y debemos tener cuidado de no
hacer negativa cualquicra dec cstas variables.

Para x; este peligro no existe por ahora, porque un aumento
dc x;, aumentaria también x,. Considerando las otras variables, des-
cubrimos que x, puede aumentarse hasta 2, lo quc hace x, = O.
x3 =6 y x; = 3. Este rcsultado es completamente aceptable, ya
que el nimero de variables positivas es nuevamente de tres, como
antes.

La nucva base csta integrada ahora por x,, x; v x,. Para co-
menzar con la nueva ctapa cxpresamos estas variables y C, en tér-
minos dc las v.n.b. x, y x,. Esto se hacc facilmente resolviendo
la segunda ecuaciéon para la nueva variable x, asi:

Xy, =6 —2x,+3 x,
x,=2— x,+4+2x,
=34+ x2,—3x,
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v sustituyendo en la otra ecuacion

C=—24 x,—x,

Podemos disminuir C, aumentando x, advertimos también que
"zolamente x; esta en peligro de llegar a ser negativo a través de
un excesivo aumento de x, y que la ultima variable puede aumen-
tarse hasta 1,'sin causar ninguna extorsién, pero no mas. La sus-
titucion en las otras ecuaciones da x, =4y x;=9. x, = 1.

Una vez mas cxpresamos las v.b. y C por las v.n. h.:

x, =9 —x,—x,

1 2
Xy =4 - 3 X, — 3 X5
) 1
=14 —x, - x5
- 3 3
2 1
C=—3d ", +—x,
3 3

Un aumento de x, 6 x; no disminuiria C y, por tanto, hemos
logrado la solucién final. El minimo valor obtenible para C es — 3
v es producido cuando x, =4, x, =1 v x,=09.

5. Es claro que-al realizar los calculos no es necesario incluir
todo lo que ponemos por escrito para una comprensién mas ade-
cuada. El proceso que hemos Nevado a cabo puede expresarse igual-
mente bien en una serie de cuadros. de la forma siguiente:

x, x, X, Xy x, X
—1 1
, 2—2 1 x; 6 2 K xy 3 i ]
X 2 | R —1lx 2 1 -2 —1x 4 1/3 2/3
X, 9 1 1 x, 3 —1 3 0 1x, 1 —1/3 1/3

0 1 —1 . —2 -1 1 —3 —2/3 —1/3

Para formar cada uno de estos cuadros, es cémodo imaginar
los términos constantes aislados en los segundos miembros en las
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ecuaciones que expresan las variables basicas y la forma lineal C
en funcién de las variables no principales o basicas. Todas las va-
riables figuran en los primecros miembros de las ecuaciones y cada
una de las variabhles basicas, lo mismo que C figura con el coe-
ficiente 1 en la unica ecuacién que la expresa. A

El cuadro precedente reproduce los coeficientes que afectan a
las vaviables no hasicas en las ecuaciones, asi como los términos
constantcs’ escritos en los scgundos miembros. Cada’ una de las li-
ncas sc refiere a una de las variables principales (cuyo nombre fi-
gura a la izquierda) salvo la wltima, que sc¢ refiere a la forma li-
neal C. Cada una de las columnas contiene los coeficientes que
afectan a cada una dc las variables no basicas (cuyo nombre fi-
gura arriba) salvo la primera, que conticne los términos constan-
tes, ¢s decir, los valores tomados por las variables basicas y por
la forma lineal C en las soluciones basicas al que corresponde el
cuadro.

Por iltimo, los cocficientes que figuran a la izquierda de las
variables basicas o inmediatamente debajo de ciertas variables no
principales, son con los cocficientes con que estas variables estan
afectados en la expresién inicial de C. Las otras cifras son los coe-
ficientes de las v.n.b. La inclusion de los coeficientes originales
en C permite una comprobacién itil, porque, como veremos ¢n
cl préximo capitulo, obtenemos el valor basico de cada columna
multiplicando cada cifra de aquella columna por el coeficiente c;
en Ja misma fila y restando de la suma ¢l valor ¢; de la columna.
(Por cjemplo, en el ultimo cuadro, la ultima colummna, —2/3 +
+1/3=-1/3 o en la iltima columna del secgundo cuadro
(—1) (—2)—~1=1

En cada paso decidimos incluir en la base la v. n. b, para la cual
la cifra en la base del cuadro tenga signo positivo (o signo nega-
tivo, si descamos maximizar la F.L.) y remover de la base aquella
variable (o una de cllas en caso de ambigiiedad) que tenga el co-
ciente més pequeiio entre el término constante colocado en la pri-
mera columna y el coeficiente de la variable hésica que se va a
introducir en la base (por ejemplo, en el primer cuadro x; se hace
basica, y dado que 2/1 es mas pequeiio que 5/1, x, se hace no
basica). Se introduce este coeficicnte en la columna de la va-
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riable, y la fila de la variable que hay que retirar de la base sc
llama “punto fundamental”, “eje” (pivote), y se marca por un as-
terisco.

La transformacion de un cuadro en el préoximo puede hacerse
también por un simple procedimiento que se describira en el ca-
pitulo VI '

6. Si se opcra con prohlemas especificos que pueden solucio-
narse con la P. L. entonces es de utilidad saber algunas caracteris-
ticas especiaics para aplicarlas a algiin caso particular. Asi es fa-
cil demostrar que, si el problema del transportc se soluciona por
este método, los coeficientes de las v. n. b. seran en todas las ecua-
ciones y etapas 0, 6 —1. De aqui que el punto fundamental es.
siempre 1, y los numeros de barcos que ha de moverse sobrc ru-
tas detcrminadas scran siempre enteros (Ref. 14, cap. XXIII, por
G. B. Dantzig).

Por comsiguiente, los problemas que pudieran solucionarse por
la P.L. tienen a menudo caracteristicas especiales que permiten
utilizar conjuntamentc diferentes métodos y ciertamente no de-
seamos sugerir que los métodos generales que nosotros describimos.
son los mejores en todas las circunstancias. El problema del trans-
porte tiene una cstructura tan simple que se han propuesto para
su solucién métodos especiales que pueden llevar mas rapidamentc
al resultado requerido.

CAPITULO V

Representacion grafica de la P. L.

Para lograr una vision total del problema de la P.L. y para
apreciar también la naturalcza de las comiplicaciones que puedan
surgir, el lector encontrara en este capitulo una representacién geo-
métrica ¢n dos dimensiones, quc .cs aplicable a las desigualdades
en dos variables o, lo que viene a ser lo mismo, a ccuaciones cuyo.
.numero es inferior en dos unidades al de variables.

Consideremos el ejemplo (IV.4) -al que en este capitulo consi-
deraremos como cjemplo 1. El.grifico geométrico mas natural es.
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¢l cartesiano rectangular con ejes x; y x,. Dado que estas coorde-
nadas no deben tomar valores negativos, solamente tiene interés el
primer cuadrante del plano. Habiendo resuelto las ccuaciones de
condicién para las v. b. en ¢l ejemplo para x4, x, v x;, considera-
mos las rectas cuyas ccuaciones respectivas se obtienen por anula-
cién de estas variables. Todas las variables deben ser no-negativas,
cada una de estas rcctas limita en ¢l plano x, x, un semiplano sig-

nificativo.

(1)

ALLLY

(3

(2)

Fic. V.1

En la fig. V.1 se trazan las lineas, y la parte sombreada indica
los puntos que son posibles. Por una analogia facilmente compren-
.sible hablaremos de vértices, puntos interiores, ete.
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Obscrvamos que solamente el poligono a b cd e (incluyendo an-
gulos y vértices) es posible y deseamos encontrar aquel punto del
poligono cuyas coordenadas minimizan x, —x, = C.

Todas las lineas C = x, — x, = constantes son paralelas y una
de ellas ha sido trazada con una flecha que indica la direccion en
que disminuye C. Asi, ¢l punto posible que minimiza C es ¢, in-
terseccion de x, = 0, esto es, x;, —2x, =2 y x,—90, o sea x, 4
+ x, = 5, las coordenadas de ¢ son x,==4 y x, = 1. El valor re-
sultante de C es 1 —4 = — 3, y ninguin punto posible producc un
valor mas pequeiio. Hemos obtenido ya este resultado en el wltimo
capitulo, y observamos que la sucesién de cuadros sc refleja en
nuestro grafico por la sucesion dc puntos x; = x, =0 (es de-
cir, “a”), x, = x, =0 (es decir, “b"), y, finalmente, x, = x; =0
(es decir, “c”).

Nuestro grafico demuestra que solamente ocurre en circuns-
tancias excepcionales que el punto que lleva al 6ptimo de la F.L.
se apoyc en mas de dos lincas o gue haya mas de un punto de
este tipo.

No hay razén para elegir x, v x, como las coordenadas del
sistema y cualquier par de variables podrian haberse elegido. Es
también evidente que csta representacién en dos dimensiones pue-
dan utilizarse donde quiera que haya dos variables mas que ecua-
ciones de condicién.

Si aplicamos cste método al juego definido por

4 3
2 3 4

que hemos considerado ya, encontramos que el problema de P.L.,

(=)

del jugador A, puede escribirse como sigue:

x+ x
4x, +2x,—x3—v
x, +F3x,—x,—v=
3x;, +4x,—xs—v =

I
(=

"Maximizamos v para x, ..., x; no-negativas (v, pueden ser posi-
tivo, negativo o cero).

22
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Si clegimos ahora x, y v como coordenadas cartesianas y expre-
samos las demas en términos de éstas, obtenemos nucvamente la
figura 1L1. Hay que advertir que la linea v = 0 no es una limita-
ciéon del arca de puntos pasibles.

Pasamos ahora a los cjemplos que crecemos pueden facilitar la
introduccién al lector en alguna de las complicaciones que pueden
surgir. Estos cjemplos seran ligeramente difercntes del ejemplo 1,
pero las diferencias seran suficientes para alterar aspectos csen-

ciales del problema.

ALILs

4)

LLILL

Fic. V2

Una dc las caracteristicas especiales ‘del ejemplo scra cl hecho
dec que el origen del sistema, es decir, x, = x, = 0 era un punto

posible. Veremos ahora un caso en que esto no es cierto y cn que
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puede ser dificil descubrirlo inspeccionando solamente las ecua-
ciones de condicion

—2x, 4+ x,4ax;=—2
x,—2x,+2x,= 2
X+ x,Fx = 5

(1) {3)

LiLLL

4)

e (2)
TITTY # \%

(5)

11111

Fic. V.3

(Fig. V.2 contiene dos lincas de¢ puntos marcadas (0) y (6), quc
no nos importan c¢n este momento.)

—2x 4+ xtx = 2
%, —2x, +x,=—8
X+ 2t x = 5

Maximizamos x, — x, = C para valores positivos o nulos de x,.
Las ecuaciones de condicién son contradictorias si las variahles
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han de ser no-negativas. Esto puede demostrarse multiplicandolas,

respectivamente, por 1,—1 y 1, y sumandolas obtenecmos x, -

+ 2z, + 2, =—1, lo que es claramente imposible de verificarse

con valores positivos o nulos. Estudiando la regién sombreada cn

la fig. V.2 descubrimos en realidad que no hay punto poosible en
1) ‘

lil2

(3)

(4

Vl (2)

{3)

Fic. V5

¢l plano. El préximo ejemplo aclara un caso de un punto posible
que sc¢ apoya sobrc tres lincas. Resulta claro que si se toma este
punto como basico, una de las v.b. desaparece a causa de que no
hay bastantes rectas a las quc el punto tiene una distancia positiva

+2x,— x,+2x3=4

x;,—2x, +x,=2

0+ x+ax;=95

Minimizamos x, — x, = C.
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Finalmente, consideramos ¢l siguiente ejemplo:

2x, 42, +x,=2
X, —x,+x,=2

ot xtx =5

Minimizamos x, —x;, = C.

(v

IV 1 D E N

i4)

{2

LALLL

Fic. V.6

En este caso la linca x, = 0 ¢s paralela a la linca x, — x, = 0,
y de aqui que todos los puntos posibles de x, = 0 produzcan el
mismo valor minimo de la F.L. :

Las consecuencias algebraicas de tales complicaciones o pecu-
liaridades se consideraran en el cap. VII, mientras que el siguiente
capitulo se ocupara de casos corricntes como el del cjemplo 1.
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CAPITULO VI

ALGEBRA DEL METODO SIMPLEX ®

El Capitulo IV ha servido como una introduccion al MS. y en
el presente capitulo deducimos sus caracteristicas fundamentales
por medios algebraicos.

Los sistemas dc desigualdades fineales, sin ninguna exigencia

de optimizacién han sido estudiados y ¢l lector cncontrara hiblio-
grafia en da Ref. 15. No entrarcmos aqui en detalles, ya que en
estos articulos no se dan métedos numérices practicos.
Consideramos el problema definido por [1] y [2] de IV.I y su-
pongamos que se ha cncontrado s. p. b. Las v. b. las designaremos
por x, ...xy 'y las v. n. b. (que tienen de valor cero) por =

+1
. x, . Las m condiciones puedcn escribirse

- .. =b;—(ua i X e Fay 5 x Bl
"uleul—{ +aumjxum 3 ( um+lJ um+l+ + unJ un) - ]
para j =1, ... m. Resolviendo este grupo para las v. h. obtenemos
m n—-m
9
x, = Xds b, — X a, t Xy (2]
. 1= k=1 mtk md A

para s =1...m,

Los d,s son los elementos de la matriz que es inversa a la for-
mada por los miembros del lado izquicrdo de las condiciones, tal
como aparecen escritos en [1]. Llamamos a la altima matriz “ma-
triz de coeficientes” de las v. b. Las d,; tienen la propiedad fun.
damental de que ga..“l dir =1 para r =5 y o en caso contrario.

En [2] aparecen también las expresiones

"

)X ay t dis

t=1 m i h

que designamos por Z,, e Por uniformidad escribiremos
s m

m
21 dis by =Z, ,, y tcnemos entonces, por [2]
t= $

1) A lo largo de toda la exposicién siguiente y por motivos tipograficos,
lus X y x tienen el mismo significado.-
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n-m

Xy =2y o— X 2y, Xu
s > K=t s mik mtk

Puede comprobarsc utilizando las propiedades fundamentales
de d\s que Z, . puede satisfacer las ecuaciones
L] mT

a

+ a2,

n wm Yk

u.u-'rkj = aul'l Zulum+k [3]

para j=1,...m; k=1,...n—m. Qucremos también expresar

la F. L. cn términos de las v. n. b. Asi sustituimos a las v. b. y
obtenemos

m n—m m
C=%X¢C Z,, + Z{C, — X Cy Zy . Xy (4]
. N mik 5 s m+k mHh
s=1 k=1 s=1
Podemos volver a escribir eslo asi
n—m
C=2,,— % Z,, x, ‘ [4a]
k=1 RIS N m+k
donde
m m
“Zoo = y ! = X C, Z —C
oo EIC”.L“R Y Z°“m+k omy U Ymtk

Donde los valores X, ., son cero, los de x, son Z, , y el valor
m -+ 1} s

de C es Z,, que es, por consiguiente, la suma de cstos valores, mul-
tiplicado cada uno por su coeficiente.

Suponemos en este capitulo que las Zu‘o son positivas (no cero).

Pucde deducirsc de [4 a] que si las Z°“n.+w son todas positivas
o cero, cntonces C no puede disminuirse, aunientando cualquiera de
las v. n. b. Por otra parte, si alguna Zoum ,, €s ncgativa, entonces
un aumento de las correspondientes v. n. b. disminuira C. Esta si-
tuacion se expresa algunas vceces diciendo que podemos interpre-
tar [3] en cl scntido de que una actividad, a la que Xy, 8C rchierc,
€3 equivalente a la combinacién con ponderaciones Z".“m+k de las
actividades a las que las xy se refieren y que C puede reducirse si
cl “ecoste™, esto es, el cocficiente de la actividad particular xu
es mas pequeiio quc el coste de la actividad combinada equivalente,
compuesta de las v. b. del paso que hemos alcanzado.
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Si hay mas de una variable que pudiera aumentarse bencficiosa-
mente, nos encontramos con libertad para seleccionar cualquiera de
ellas. No pucde establecerse ninguna regla simple que nos diga con
certeza qué elecciéon conduce al resultado final en el menor numero
de pasos; pero ha demostrado que es acertado tomar aquella varia-
ble con el cocficiente menor.

Repetimos que si todos los cocficientes de las v. n. b. en la ex-
presion de C son positivos o ccro sc ha logrado la solucién final.

2. Cuando aumentamos una de las v. n. b., es decir, x, o de
m i M

cero a X', o el valor de x, se convierte en
m n 1]

X,u =Zvo—2Zy, X

s . s mth Ymen

Ahora si Z, , cs negativa, cntonces un aumento de¢ x, au-
s m

+h m+th

menta x, y su valor permancce positivo. Pero si el coeficiente es
positive, entonces no debemos aumentar cl valor de x, . mas alla
de Z“s°’/z“.“m+h (S =1,... m), Dado que no puede ocurrir quc nin-
guna de las v. b. secan negativas, hacemos X'“m+h igual a las mas
pequenas de los cocientes Z“.°/Z“.“n.+h (S=1,...m) con denomi-
nador positivo. Si la mas pequefa dc estas razones aparcce cuando
s = r cntonces es la variable x, la que se hara cero y se eliminara

de la base, hacicndo

= YA =
ZurOI ru m+h um th

m +h
Las otras v. b. tendran entonces los valores

ZUO

r
Zuo‘—Zuu X
B s mth Zuu
rm+h

y serdn asi positivas (o cero en casos especiales). La nueva base es la
misma que antes, excepto que xy_ha sido recmplazada por x,_
Expresamos las nuevas v. b. por las nuevas v. n. b. haciendo lo mis-
mo para la F. L. y comenzando la nueva etapa.

3. En cada ctapa nos hemos encontrado con un grupo de condi-
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ciones que pasando todas las variables al lado izquierdo pueden es-
cribirse como sigue:

n-m
Xo = x, = Z,. . =2, (s=1,...m)
s a mtk .
k=1
n-m
C Z 7 X =Z . —
+ oy ek e 00> Xum+k_ T

Estas ccuaciones pueden cscribirse en forma de cuadro, asi:

CUADRO I
X X
Ymtt Ynth Yo
Ykl Ynth Cun
C X Z y .
“ . Y1 42 0 Ui th Zulun
C X Z Z
v, v, a0 Yl e Yt Zu Uy
Cu Xu Zu 2 r—'u u le u y U u
m om m montl anomth mon

Los simbolos subrayados son las calificaciones de las colummnas.
y filas, micntras quc las otras expresiones son numéricas y las Z)o,v
cn particular, son positivas. Las Cul C.,n son los cocficientes en la
primera expresion de C. Si las v. h. no aparccen en la expresién
original de la F. L. entonces en el primer cuadro Z, , = 0. Esto pa-
saba cn ¢l ejemplo 1 de los caps. IV y V. )

Si queremos minimizar (maximizar) la F. L. entonces Z,, "
m

positiva (negativa) indica una variable X, ., que puede introdu-
m
cirse en las bases. (Recordad que las cifras en el cuadro y que Zg,
v Z, , son los valorcs negativos de los coeficientes [2] y [4].) Ha-
L]

hiéndonos decidido por X"m+h dividimos Zu‘0 por Zu‘u en aque-

m+h
llas filas en las que el dltimo valor es positivo y tomamos la X5
fuera de la basc que da cl cociente mas pequeiio. En este capitulo
suponemos quc no hay rclacién cntre aquellos cocientes que com-

paramos.
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Como anteriormente, cambiando el grupo de variables en cada
paso, podiamos, en p.rincipio, solucionar una y otra vez el cémputo
de ccuaciones de condicién para aquellas variables que han resulta-
do hisicas y construir un nuevo cuadro. Afortunadamente este torpe
procedimiento es innccesario, porque podemos dar rcglas que nos
digan cémo transformar un cuadro en el siguiente de una forma
sencilla.

4, Consideramos ahora que la variable que se ha de eliminar

de la base es X, y la quec se ha de introducir X, ., Entonces
T mth
Zu u > 0.
e m+h
De la ecuacion
n-m
Xu —- LZuu xu = Ly o
3 rm+k m+k r
k=1
Obtenemos, primero
n-m le u Zu o
otk l '
X +E— X, X, =
mt+h K= Z mtk Z r
-t ur“'n+|| urum+h urum-‘.-h
Y

y sustituyendo cntonces por X, en las otras ccuaciones
m

4 h

sy Zu

u uu
u m+h 3 m+h
nTr r mtk > . > m
— 7 xu — T xu - Lu o~
u ‘uou m+k ’

u u . 3
s mik 7 s ot ATTITEN ’ [uu .
o u rm+h rmsh
r m+h

para s = 1,...m, pero #r mientras la ccuacién ¢ puede transfor-
marse en Jla misma ecuacién, reemplazando Xy por C y todas las
u, dondequiera que aparezca como un sufijo de Z, por 0.

" Escribimos la nuneva fila para X ., €N el lugar que ha dejado

libre X, y la nueva columna para X, en ¢l lugar donde XumH'
s T

Introduciremos las abreviaturas siguientes:
4

S para Z, , /Z, cuando s#r

L h r um+h
S.— para — ]/Zur Yah y

u
+h r m+h

S, para Z°”,. /2y )
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Escribamos también:

Ty para Z, , /Z“r“m+|~. cuando k#h

+k

Ty para 1/2, , y

m+h

To para Zu o/Zu

r l"m-{-h

El valor Z, , que aparcce en todas estas expresiones ¢s el
rm+h

punto fundamental o pivote.

Con cstos simbolos podemos cscribir ¢l cuadro Il de la pagina
siguicnte.

Ambas férmulas son iitiles y el lector se encuentra en disposi-
cion de cxpresarlas en palalras y contrastar sus conocimientos con
¢l cuadro del Capitulo IV, que aclara las reglas de transformacion.
Estas reglas se simplifican, en gran parte, si hay un cero en la
columna o en la fila del pivote. En ¢l primer caso la fila comple-
ta pertencce invariable, y cn el segundo, la columna completa.

Habhiendo efectuado la transformacién podemos comprobar el
nuevo cuadro por la férmula que define Z,, o o donde las U,
m

son ahora los subindices dc las nuevas v. h. y lag Upni los de las
nuevas v. n. h.

5. La variable que hemos introducido en la base, esto es,
ek y la F. L.

o Zou . Si el scgundo factor es ne-
m+h

X".m.-n. tiene ahora ¢l valor Z,! | = Z“r°/Z".“.

mih

ha sido reducida por Z," |
m

zativo, entonces csta “reducciéon” sera negativa también, esto es, la

F. L. habra aumentado. Esto ocurre cuando descamos maximizar

Ia F. L.

Cuando el nucvo valor no ¢s cero, entonces la F. L. cambia de
un cuadro a otro y sicmpre en el mismo sentido. Pero dado que so-
lamente existe un nimero finito de s. p. b. estos cambios no pueden
continuar indefinidamente, ya que nunca podemos volver al total ini-
cial de la F. L. De aqui que el proceso deba terminar. (El caso en
que ¢l valor de la nueva variable en la base r de cualquier v. h. llegue
a ser cero se estudiara en el cap. VIIL.)

6. Hemos completado la descripcion del M. S. eliminando algu-
nas complicaciones que se resolveran en el préximo capitulo. Pero
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¢l método de calculo no tiene porque ser precisamente el que he-
mos usado y puede resultar util dar una variante del mismo. El ana-
lisis detallado del M. S. muestra que en cada momento es ¢l con-
junto de Z, u, ., €l que decide la seleccion de la nueva v. b. y que
una vez que ha sido elegido como v. b. Xul”h, solamente los valo-

res Zy oy Zy o importan. Es importante averiguar si estos valo-
1] s m

+h ,
res podrian encontrarse por algun otro método. Mostraremos ahora
una alternativa que llamamos ¢l Método de la Matriz Inversa

(M. M. L) por razones que se comprenderan.

Repetimos, por considerarlo conveniente, las siguientes defi-

niciones:
m m
Z,,=%dsb, Z, = Xdisa, t
5 t=i s m+k t=j m+k
m
Z =X, Z
oum%k u' u-umik um*lln
m .
Zoo = X cwZy, *
s=1

Consideremos la matriz

b, a,; a, tn, O
b, a,, a,, ... an, O
M) = [
bn am am ... aym O
0 —¢c;, —¢y ... —cn 1

Llamaremos a sus columnas la 0 —la primera, la enésima res-

pectivamente.

Las v. b. son Xul, ... Xy y extraemos de (M) la matriz
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Calculamos también la inversa de (A), esto es:

d,, .. dm 0
dim ... dmm 0 =(A) !
Zcu.dll Ecu‘dms 1

Si omitimos la dltima fila y la ultima columna de (A) entonces
tenemos la matriz de los cocficientes de las v.bh. Su inversa es la
matriz obtenida de (A) —! omitiendo la ultima fila y columna.

El producto interior (1) de la fila « de (A) —! y la colummna 8
de (A) cs cero cuando x # 3, y la unidad cuando « = 8. Pcro si for-
mamos ¢l producto interior de la iltima fila de (A) —! con la co-
lumna wn,x que no esta en A cntonces ohtenemos:

—Cy =Zu

ok m ik +4

zj -?- Cu= dt‘ ""m+k‘ + 1(— Cu’r|+ L) = 2;4 Cu‘zu'u.'

Si calculamos todos cstos productos interiores, podemos eclegir
cntonces la variable X, ..+, Que ha dc introducirse en la basc. De-
bemos entonces encontrar Xur la variable que debera eliminarze de
ella. En estc momento hemos encontrado Z“,° y Z“.“m+|.' Pero
éstos son, respectivamente, los productos interiores de las sucesivas
filas de (A) ! multiplicados por las columnas 0 y ug.;, de (M). Ad-
virtamos también que el producto intcrior de la ultima fila de (A1)
y la columna 0 de (M) cs

) 2Cu. dsb, =% Cu.Zu.o =Zoo
s r S
Las matrices (M) y (A) pueden, al comienzo del proceso, escri-
birse facilmente partiendo de las constantes de las ecuaciones de
condicion y F. L. (A) tiene una ultima columna que consiste de
0 con un 1 en la base. Pero necesitamos saber también como puede
cncontrarse la matriz inversa de la dltima etapa a través de cual-
quier método sencillo. Afirmamos que la transformacion es la mis-
ma quec para el cuadro en el M. S, Utilizando la primera forma de

(1) El producto interior de un conjunte (a, ... a_} y un conjunto (b, ...b,)
se define como la suma a, b, + ... +a,b,
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csta transformacion, podemos escribir la siguiente matriz inversa
como un producto de dos matrices, esto es,

10...—S,..00
01..—S;, .00
(A)-1=/00 ... —S; ... 00} x(A)-L.
00..—S, 0
00 — S5, 01

\

La prueba cs sencilla y no la damos aqui. Se realiza calculando
el producto dc esta nucva inversa por la nueva (A) que dificre de
la ultima simplementc en que el sufijo u,. cs remplazado por el
sufijo 1umy. Si recordamos las definiciones de S, ete., ¢l resultado
se obtienc en scguida.

7. Acabamos dc ver que la matriz inversa e¢n cada paso esta
pre-multiplicada por otra matriz y advertimos ahora que ¢l valor
del determinante de la ultima es —S;, cs decir, €l reciproco del
pivote. Sc deduce de csto que en cada transformacion el determi-
nante de (A) sc multiplica por el pivote. El tltimo es siempre po-
sitivo y de aqui, si comenzamos con una matriz no-singular, ningu-
na de las ultimas matrices de los coeficientes sera singular. No
podemos asegurar quc el determinante sera positivo, porque el signo
depende del orden en que pongamos las filas y colunnas.

8. Como una aclaracion, elegimos cl e¢jemplo 1 del capitulo 1V.

Tenemos.
2 -2 1100 0
2 1 —2 0100
(M)"s 1 1 001 0
0 1 —1 0 0 0 1
y
tZug Zus S
1 00 0y (Xg) | 2 —2 —2
A =@A)=[01 0 0\ (X)) 2 1 —1
001 0] (Xy) 5 1 1
0 0 0 1 0 11
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(EIl significado de las cifras a la derecha dec la linca de puntos
se aclarara en seguida).

El producto interior de la ultima fila de (A)—! y las columnas

de (M) no en (A)

Zuo Zu:  Ss
0 1 —1
X))  (X)

De aqui que la nucva v. b. es X, .

Continuamos formando los productos intecriores de las filas de
(A) ~* con la 0 y ]la primera columna de (M) para obtener Zuo Y Zu1-
Los resultados se incluyen en las columnas adecuadas anteriores a la
derecha de la linea de puntos. La razén mas pequeiia zu'(,/zu.1
con denominador positivo s¢ presenta para us = 4. Podemos encon-
trar ahora S; y S, que han sido también incluidas en la dltima de
la derecha.

El préximo cuadro aparece como siguc:

Zoo  Zu: S
[X,] 1 2 0 0 6 —3 —1
(X;] 0 1 0 0O 2 —2 —2/3
[Xs] 0—1 1 O 3 3 —1/3
0—1 0 1 —2 —1 1 1/3

[x,] [x.]

De aqui que X, debera ser v. b. Calculamos Z, , (recogida anterior-

mente) descubrimos que la nueva v. n. b. es X, y calculamos S; (re-
cogida también). De un modo analogo obtenemos

Zy o
X,]J 1 1 1 0 9
X, 0 13 2/3 0 4
[X,] 0 —1/3 2/3 0 1
[C] 0 —2/3 —1/3 1 —3 —2/3 —1/3

[X.1 [Xs]
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Este es el cuadro final, porque Z,, y Z,, son negativas, csto es,
valen —2/3 y —1/3.

‘9. No resulta 1til que las matrices inversas (A)-! estén ya im-
plicitas en el cuadro simple si, como ocurre a menudo, comenza-
mos con variables cuya matriz de cocficientes ¢s matriz unica y no
aparece ¢n la F. L. original. Para demostrar esto explicitamente,
recordamos la formula (3] de cste capitulo. Podemos también de-
finir. v:f]&rcs.Zu‘u| para t =1 —m que satisfacen ecuaciones ana-
logas. Es evidente entonces que Zu(,,. =1 cuando s es igual a t y
v en caso contrario.

Introducimos ahora ¢l ‘concepto de un “cuadro del simplex am-
pliado” (distinto del cuadro anterior “restringido”) que ticnc una
columna para cada variabhle y aparece como sigue:

CUADRO IIi
X, X
C, C,
Cu] xuI Zulo Zull /—‘u'n 0
C X., Zoo Zuy  Tuys O
C Zyo Zo) 7o 1

Aquellas columnas que ticnen el mismo distintivo como es el
de las v. b. scran muy sencillas.

Contienen cecros, excepto en la fila de su propia variable, donde
hay un 1. Hay que advertir también que hemos anadido una ultima
columna que tiene también ceros, excepto en la base, donde nueva-
mente aparece un 1,

Si las v. b. originales fuesen XV‘ va y su matriz de¢ cocfi-
cientes fuese la matriz unidad, entonces a, 3 =0 para i#j y 1

para ¢ = j. En consecuencia, comparando [3]

auij:Eau‘,Zusv’zl y “\i.‘:zau‘JZu‘vizo i¥j
s s
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Esto quiere deccir que la matriz que tiene a @y, . €N su fila ¢ yla
columna k es la inversa que tienc Z“."k en su fila ¢t y columna k.
La dltima es (A) —1, prescindiendo de la dltima fila y la ultima
columna. Las cantidadcs Zovi de la Gltima fila son iguales a

Z Cutzl;l ‘% - Cvk
t

por construccion del cuadro simplex, y de aqui que sean iguales a
las correspondicntes cantidades en la ultima fila de (A) —! porque
hemos considerado C,; = 0. La ultima columna de (A) —! esti com-
pucsta de ceros con un 1 final en todas las etapas. 4

" Es una caracteristica del M. M. 1. quc en cada etapa nos referi-
mos nuevamente a los coeficientes originales de las ecuaciones de
condicién. Puede, por tanto, pensarse que el cfecto de cometer erro-
res scra en conjunto menores si s¢ cmplea en el M. M. 1. que en
cl M. S. '

10. En nucstros proccdimientos hemos solamente considerado
las 5. p. b. Justificamos esto demostrando que si existe una s. p. 6p-
tima que no es basica, entonces existe también por lo menos una
s. p. b. éptima. Demostramos que si los conjuntos de variables que
forman s. p. b. optimos son limitados, entonces cualquier s. p. es
una combimacién lincal de s. p. b. éptimas.

Supongamos que tencmos una s. p. optima. Podemos volver a
ennumerar las variables de tal forma que las positivas eean x, ... x .

. . a1 Qyy
Considcramos la matriz
@m Ay

Si csta matriz tiene un rango r{>t, m) entonces podemos suponer,

s . ay, Gr,
sin perder generalidad, que #0
© a a
1r tr

Mantenemos X, ... X, conslantes y solucionamos las primeras
r ecuaciones de¢ condicién para x, ... x, obteniendo

X =vst+1ws, Xpy, (s=1...7)
c =votw, X,y

Si X,4; = 0 cntonces también Xy, = — =X, =0 y (por simples
consideraciones algebraicas) podemos encontrar una matriz M. M
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de cocficientes de los que forma parte la matriz (r xr), dada ante-
riormente. Entonces X, ... X, son siempre s.p. bh.’ :

. Si X, cs positiva y también todas las X, (s = 1 —r), podemos
cambiar ligeramente X;;, bien aumentandolo o disminuyéndolo, sin
hacer negativa ninguna de las variables. Podemos hacer w, = 0 de
otra forma, estos cambios disminuirian C y se suponia ya que cra
minima. Todas las soluciones obtenidas cambiando X,;, ¢n cual-
quicr forma, son éptimas. Disminuyamos ahora X, continuamente
hasta que ella misma o una de las X, llegue a ser cero. Podemos in-
crementar alternativaniente X,,, continuamente, y esto eliminara
una de las X; por lo menos, o el grupo 6ptimo es ilimitado. Hemos
descubierto dos s. p. 6ptimas con menos variahles positivas, de las
cuales la optima s. p. es una combinacién lineal. Continuando del
mismo modo se pruchan nuestras afirmaciones.

Es facil ver ahora que lo dicho sigue siendo cicrto si omitimos
la palabra 6ptimo. La forma de la F. L. ¢s entonces irrelevante para
la demostracion y debemos elegir C idénticamente igual a 0. En-
tonces todas las s. p. son 6ptimas y la aseveracién se ha demostrado.

CAPITULO VII

DEGENERACION Y OTRAS COMPLICACIONES

Hemos indicado ya todas las complicacioncs posibles. Las di-
ficultades pueden surgir de la siguiente forma:

(a) No podemos encontrar una s. p. b. En recalidad, puede ser
quc no exista ninguna. :

(6) Las rcglas para conseguir Ja solucién pucden fallar sin
que hayamos logrado la solucién final.

(c) El criterio para la eleccion de la variable que ha de ser
climinada de las bases no indica una tnica eleccién.

{d) Algunas de las v. b. son ccro.

2. A veces es muy facil inicialmente encontrar algunas
s. p: b. Este es por ejemplo el caso, cuando el sistema de écuacio-
nes, originado por las desigualdades y los elementos de la derecha,
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ticnen+el mismo signo que la variable adicional. Para dar un cjem-
plo menos trivial, en, el problema del transporte podemos clegir
cualquier combinacion (i, j) y hacer y;; igual a la mas pequeia
de las dos cantidades a;, b;. Habiendo dispuesto de eualquier a; o
by completamente, obtencmos un problema reducido que puecde
ser atacado de la misma forma y seguir de esta forma hasta que
sc obticne la primera s. p. b. (Para una primera s. p. b. en la
formulacién de un problema de juegos ver IX. 1).

3. Supongamos ahora quec no puede descubrirse ninguna s. p.
por inspecceién. Consideramos todas las by no negativas, si es ne-
cesario multiplicamos las ecnaciones por —1. Consideremos que
cxisten k =< m variables tales que cada una aparcce solamente en
una ccuacién y tiene un cocficiente positivo a); (k puede por con-
siguiente ser cero). Hacemos entonces cstas x, iguales a bj/a;; v
todas las otras variables cero. Asi se satisfardn k ecuaciones, pero
no las restantes m — k. Aplicamos el siguiente procedimicnto:
Afiadimos “m —- k™ variables “artificiales”. Reservamos la expre-
sion “variables adicionales” para aquellas quc sc¢ introduzcan con
objeto de convertir una desigualdad en igualdad no negativas
Xosk4i --- Xnsm una en cada primer miembro de las ecuaciones que
deben satisfacerse. Supondremos que estas ecuaciones son las m — k
ultimas del conjunto. Tendremos

ayXo+ .o Aan Xn+ Xoyy=by (=k+1,...m)

Estas ecuaciones se satisfacen haciendo
Xatks1 = byey 3 Xntm = bm

No quercmos tener variables artificiales en la solucién final. Sin
embargo las introducimos también en la F. L. con coeficientes gran-
des M (si ha de minimizarse la F. L.) o — M (si ha de maximizarse).

Asi Ja F. L. se transforma en
o X, + ... ‘{'CX' = M Xpikey 1o A Xogm) =

=l ¥ M () k11 ~~~'“1m)] X1+ [ens M {an k1A aam) 1 X, £
+= M(bysy 4 ... 4 bm)
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.

M sc tomara mayor que cualquicr nimero con el que s¢ comparc
durante el proceso. Ahora bicn, si hay una s. p. al sistema, con las
variables artificiales igual a cecro, entonces obtendremos una solu-
cién, ya quec una F.L. quec conticne M en la forma anterior, no
alcanzari su valor éptimo. Si logranios entonces una solucién final
y contienc cualquiera de las variables artificiales con valores no-cero,
podemos legar a la conclusién que mo existe s.p. en el sistema
original. Por otra parte, una vez que hemos logrado eliminar una
variable artificial de la base no necesitamos considerarla mas, va
que hemos logrado entonces una s. p. b. sin ayuda de esa variable,

que se ha transformado en superflua.

4. Como aclaracion, consideremos el ejemplo 2 del cap. V. In-

troducimos una variable artificial x, en la primera ecuacién

v

C 2K+ X F Xy — Xy = —2

y transformamos la F. L. en X, — X, + M X, . Partimos de¢ X, = 2,
X

as

=35,X, =2y expresamos la F. L. ¢cn términos de X, X, y X,,
0 y exp Y

4

5
.
) B4

2M —(1+2MyX; + (1 +M) X, -+ MX,

vdasa

X, X, X,
—1 1
X, 2.1 —2 0.
X, 5 1 1 0
MX, 2 2 1 —1 '

0 1 —1 0
M 2 2 —1 —1

Es conveniente separar los coeficientes de la F. L. en una parte
que no contenga M y otra que la contenga. La dltima fila del cua-
dro conticne en realidad nimeros que vendran multiplicados por M.
En tanto cn cuanto en esta fila sean valores no-ccro son inutilizado-.

En él cjemplo presente, ocurre que una vez quz hemos eliminado
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la variable artificial y la fila M no es nccesario seguir adelante.
Ios cuadros siguientes son:

xe_ ,xs . X2 x4
. 1 1

—1 X, 1 —1/2 —1/2 —1 X, 2 —2 |
X, 1 3/2 1/2 X, 2 —3 2
X, 4 3/2 1/2 X, 3 -3 ]
—1 —1/2 1/2 —2

X, X,

—1 X, 4 2/3 1/3

X, 5 1 1

I X, ] 1/3 —~1/3

—3 —1/3 —2/3

La solucién final no contiene la variable artificial. En la figura V.2
¢l progreso del método se represcnta por la sucesiéon de pun-

tos a, b, c.

5. Hemos visto que las cantidades en la fila M son:

E bg ) za“ “es z Qne

donde la suma se cxtiende sobre las ¢, que designan ecuaciones en
las que se han introducido variables artificiales. Podemos, por lo
tanto, interpretar ¢l método M, diciendo que a partir del mismo.
tratamos dc minimizar (o maximizar) la F. L. artificial

Eb—X, 24,0 — ... —Xp 2y,

Si ¢l optimo es cero, hemos descubierto una s. p. y podemos pro-
; 3

ceder a optimizar la F. L. que realmente nos importa. Sin embargo,

si cs positiva, cntonces no existe s.p. La F. L. no puede nunca ser

negativa, porque es igual a la suma de las variables no-negativas

hy XnH
t

6. Una versién ligeramente diferentc del método M pucde em-
plearse cuando sea facil resolver las restricciones para m variables.
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Obtendremos:

Xo + SZuu KXo =Zuols=1..n)
k=1

Sean Zulo ... Zy;, negativas y las restantes Zu’ no negativas. Supon-
gamos que Zulo es la mas pequeia (algebraicamente), es decir, la
mas negativa de las Zy o Entonces necesitamos introducir solamen-
te una variable artificial x,;, se introduce restindola del término
de la izquierda de la 1.* esima tésima ecuacién. Sumaremos también

+MX,:; 6 —MX,., alafuncién lincal. Lo que expresamos a con-
linuacién es una s. p. b.

g . - _ P
-\fuI:0 ku::Zu_o—Lul-os-uxui» = ‘ulo— ‘w07 xnil ——/4“‘0

X, =Z,,para S=¢t+1,... m como antes (%)

7. Como ¢l objcto dcl método M es' encontrar, primero, algu-
na s. p. b, la forma precisa de la F. L. es irrclevante en los prime-
ros pasos. Se deduce que podemos también cmplear estc método
para encontrar la solucién de un conjunto de n ccuaciones lincales
con n variables, en donde intrinsecamente o hay plantcado ningin
problema de optimacién. En tales casos podriamos tomar como F. L.
4 minimizar la suma de las variables artificiales multiplicadas por M.
Cuando han sido climinadas se ha encontrado la solucién. Sin em-
hargo, dcbe recordarse que en estc problema jalgebraico elcmental
solamente las variables artificiales tienen restriccion en el signo.
Podemos, por lo tanto, remplazar siempre cada una de las otras por
la diferencia de dos variables con restriccién en cl signo o proceder
como cn el método M, pero rccordando que solamente las variables
artificiales deben a cada etapa retener su signo (o anularse). El lcc-
tor debe poder encontrar ¢l procedimiento correcto, si quiere, pero
nosotros no lo lracemos, a causa de que hemos mencionado esta
forma de resolver sistemas de ccuaciones mas como una -curiosidad
que como un método recomendable. Podriamos invertir una matriz
no singular. (A) por un proceso de P. L. Haremos (A) la matriz de
los coeficientes de un conjunto de restricciones igual en nimero al

(*) Detalles sobre este método los de S. I. y en Ref. 31.
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de las variables y con miembros a la derecha, tales que sepamos
(ue el sistema tiene una solucién. Por ejemplo, podriamos hacer ¢l
lado de la derecha igual a la suma de los coeficientes de la misma
ecuacion, con lo que la solucién sera x; = 1. Ahadimos una F. L.
muy scncilla, por cjemplo, 0. No hay problemas dc optimizacion, ya
que cl sistema tienc solamente una solucion.

Si ahora empleamos el método M con m variables artificiales v
cmpleamos ¢l M. M. I. obtencmos finalmente (A) ' quiza con alguna
permutacién de filas y columnas, que pueden facilmente descubrirse.

8. (1) El ejemplo 3 del capitulo V requierc una variable artifi-
cial en la segunda ecuacién. Cuando el lector recalice ¢l calculo, ¢n-
contrara que x, permancce en la base cuando alcanza la solucion
final. Esto no pucde constituir una sorpresa, va quc él sabe quc las
condiciones de este ejemplo son contradictorias.

9. Nuestro nuevo ejemplo se refiere al caso en que hay s. p..
pero no un valor finito minimo para el F. L.

—2x, 4 x4x, =2
X, —2x,-+x, =2
x4+ x,—x;=35

Minimizar 2, — x;.

Este cjemplo es el 1, con la unica diferencia de que hemos cam-
biado el signo dc x,. En términos geométricos (ver fig. V.I) esto
significa que la linea recta x, +x, = 5 excluye el lado que contie-
ne el cero. De esta forma, la parte del plano que contienc las
soluciones posibles no esta acotada. Podemos obtener el mismo
cuadro final que en el capitplo IV con ¢l ejemplo 1; la diferencia
es que los signos de las cantidades en la columna x; han cam-
biado. Esto sugeriria que x; entrase en la base, pero minguna de
las v. b, tiene una cantidad positiva en esta columna, y de esta
forma nuestras reglas fallan para la renovacién de la basc.

Comprendemos lo que csto significa cuando recordamos que
s6lo consideramos relaciones con denominadores positives cn este

(1) El lector observara que las X con subindices tienen el mismo significado
ya sean mayusculas o minuscula:.
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paso. Esto era motivado porque necesitibamos hacer cualquiera de
las variables negativas a través de un excesivo incremento de la
v.n. b. Micntras no habiamos pensado en incrementar las v. b. En
el caso presente todas incrementan cuando incrementamos x; y la
F. L. podria, por tanto, decrecer. Consccuentemente, las ultimas
pueden decrecer sin limite y no se producen s. p. que dan’ un
valor minimo.

Hacemos notar que haciendo x; cada vez mayor con valores po-
sitivos, podemos construir una sucesion de s. p. con m 4 1 varia-
bles tales que C tiendc a . Es evidente que una propiedad ani-
loga se aplica sicmpre que no existan s. p. éptimas.

10. Hay otra forma de descubrir que el valor de la F. L. no
esta acotado. Podemos introducir una condicién “artificial” con
una variable artificial x,,, , o sca

X+ oo xn  xpey, = Q

en donde § es un nimero grande pero finito. Si hay una combina-
cion de x, , ... x, finita que produce el éptimo de la F. L. entonces
tenemos

n
Xnip = Q—ZX x4

1
Por otra parte, si no existe tal combinacion finita para el proble-
ma original, entonces (las condiciones son contradictorias) obte-
nemos una solucion del nuevo problema, va que la ecuacién arti-
ficial no puede contradecir ninguna de las otras restricciones ¥
asegura el que las x, estén acotadas. Sin embargo, las expresiones
para los valores finales de las x; (i = 1... n) contendran Q, y esto
scra una indicacion de que el problema original no tienc solucién
finita.

11. Tomaremos ahora cl ejemplo 4 del Capitulo V. Del pri-

mer cuadro '

x, x,
—1 1

Xg 4 2 —1
x, 2 1 —2
x5 5 1 1
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Se ve que debemos introducir x; en la base. ;Pero qué variable
debe reemplazarla? Los cocientes 2/1 y 4/2 son iguales y debe-
mos elegir entre x; 6 x,. Veremos qué sucedc cn este caso. El
cuadro segundo scra uno de estos dos:

X, x3 X x,

1 1
—1 % 2 —1/2  1/2 x, 0 3 -2
v, 0 —3/2 /2 —1 x, 2 —2 1
x, 3 372 /2 x 3 1 —1
—2 —1/2 —1/2 —2 3 —1

En ambos casos una de las variables que permanece en la base
tiene el valor cero. Esto es una consccuencia que se deduce nece-
sariamente de la igualdad de los dos cocientes en el cuadro ante-
rior. En el cuadro de la izquierda la cosa no tiene importancia
porquc va hemos alcanzado la ultima etapa. Por el contrario, en
¢l segundo cuadro ¢l pivote es la fila en donde la variable ticne cl
valor cero, y de aqui que el valor de la variable a introducir en el
cuadro siguicnte también sera cero. Por lo tanto, ¢l valor de la
F. L. no cambiara cuando sustituyamos x; por x, .

Este hecho puede producirnos alguna inquictud, ya que habia-
mos dicho que ¢l M. S. debia terminar a causa de que el valor de
la F. L. cambia ¢n cada paso y ahora vemos que este cambio no
ocurre. No podemos, por lo tanto, estar seguros de no repetir al-
zuna sucesion de pasos una vez y otra vez.

En ¢l caso de que nos ocupabamos esto podria no pasar si rea-
lizamos ¢l cambio de x; y x, alcanzamos alguna vez la solucion
final. Los valores finales serian x, =0, x, = 2, x; = 3. Sefalamos
que los valores no ccro son los mismos que en ¢l cuadro de la
izquierda dado anteriormente. Esto sucede asi porque hay solamen-
tc un punto cn la figura V.5 que representa ¢l menor valor de

la F. L.

No debemos creer que vamos a cntrar, al resolver un problema,
<n un dogal de este tipo pese a nuestros presentimicntos. Se dice
muy a menudo que la aparicion de un ciclo es muy improbable.
Esto es equivalente a decir que ¢s muy dificil construir un ejem-
plo cn donde ocurra la repeticién de una serie de cuadros. Uno
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de tales ejemplos es debido a E. M. L. Beale (Ref. 2). Un ejemplo
nds antiguo que sc ha conocido privadamente es debido a A. S.
Hoffman.

12. Estos ejemplos indican que debemos ser cautos y hay que
investigar, ademas, la posicién. Esto es posible rcalizarlo gracias a
una demostracion debida a A. Charnes (Ref. 7y 9).

En un diagrama de dos dimensiones, al que dos cocientes criti-
cos sean iguales significa que hay mas de dos variables cero, y de
aqui que pasan mdas de dos lineas a través de algin punto. Una
interpretacion aniloga pudo darse en espacios de mayor numero
de dimensiones. Ahora bien, los casos sencillos siecmpre sugieren
algin remedio. La dificultad podria desapareccer si dislocasemos las
lineas ligeramente, y una vez encontrada la solucién volver a la
situacion anterior. Esta idea se puedc dar analiticamente.

Supongamos un cuadro dade y reajustémosle sumando ciertos
polinomios P, s a los Z, s como sigue:

Xum.‘k

————m

xus 'Zus 0 "‘i' Pus Zus um+k

FL Zoo

i ]‘0 umik

Los polinomios sc definen

P, = Xmw L Zuj umeg ST 4 L Z“, DX

Dicho con palabras los exponentes de las Z en lfus son los sub-
indices de los v. n. b. y vs. Sus coeficientes son los Zu'usl._, y
- u, (=1). Estos cocficientes se dan. en el cuadro amplio (ca-
pi{ulo VI.7). El simbolo ¥ indica un nimero pequeiio y positivo,
es decir, un nimero que es menor quc cualquier otro con el que
s¢c puede comparar en el curso del cilculo. Asi aseguramos que
Z,,._ -+ Py, > 0 para todo s (incluso si Zus = (), volviendo a nume-
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A1}

rar las variables, de tal forma que las v. b. scan x,. ... x,; es en el
término X el que determina el signo de Pu..

Vamos a demostrar que este reajuste hace imposible que dos re-
laciones tales como, por ejemplo (Z, o + Pul)/ZqumH Y Zuy +
+ P"z)/zuz u_,, s€an iguales. Si la primera relacion es niayor que
la senguda, sin P“| y Pu,, entonces la adicién de estos dos polino-
mios no altera la relacién, ya qie las X no pueden hacer lo sufi-
cientemente pequefas para que no causen efecto. Si los cocientes (sin
los polinomios) son iguales, la magnitud relativa de los cociente:
ajustados dependen en el cociente asociado de la potencia mas pe-
queiia de X. Las otras potencias tienen muy poca eficacia. Todos
los cocientes asociados con potencias distintas de X no pueden ser
iguales, ya que XUl aparece solamente en la fila X, y Z92 en la X,,..
De csta forma el uso del cuadro ajustado hace posible la eleccion
de una v. b, unica, y el valor de la F. L. cambia en cada paso.

En nuestro ejemplo, las dos primeras columnas del cuadro pri-
mero y segundo son ahora

Primer cuadro: Scgundo cuadro:
X; 442c— €*-4¢° X; 3%+ ot —2¢*
X, 2+ e—2e2+4¢* —1 X, 2 1 =z —2e®+¢'
X, 534+ =4 €4 ¢° X + 37— ef4e
0 — (2 -+ z =24 ¢€")

€

En el primer cuadro la comparacién decisiva es entre —

—2¢
Y — que da lugar a la sustitucién de x, por x,. En el segundo

cuadro el valor de x, no es cero, sino positivo. Las otras columnas
son las mismas de antes (para el segundo cuadro tomamos ¢l alter-
nativo en el lado derecho. El tercer cuadro sera ahora

X, X,

1 X, e? 4 ¢e%/; —2¢%/, Y —2/3
—1 X, 2 +¢ +2/;—¢'/, s — '/
X, 3 —e* 4+ g +¢° —2 1

—2 bz,
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Este es el cuadro final podemos hacer ahora £ =0 v da la
s. p. b. como antes.

No es necesario cscribir todo esto como lo hemos hecho con ob-
Jjeto de dar olaridad al razonamiento. Los coeficientes de las poten-
cias de  aparecen de forma clara en el cuadro ampliado y el pro-
cedimiento se puede describir como sigue:

Encontramos primeramente la columna de la variable que ne-
cesitamos hacer basica, por ejemplo X“m+h‘ Buscamos todos los va
lores paositivos Zu‘l/Zu u Y los comparamos. Si hay uno minimo,

lkemos encontrado la nueva v. n. b. Pero si hay mas de una v. b. que
produce el valor minimo, todas estas variables basicas estan califi-
cadas para ulterior consideracion. Tomemos Z”,I/Z“,“m.- , para
todas estas v. h. (estos cocientcs no tienen necesariamente quc ser
positives) y consideremos ¢l mas pequefio algebraicamente entre
todos. Si hay .varios, tomamos las variables correspondientes y con-
trastamos Z, ’/Z“.”mu, y asi sucesivamente.

13. Puede ser interesante afadir algunas consideraciones al al-
aebra del caso considerado anteriormente. El hecho esencial es que
obtcnemos una s. p. b. X.,I X“.n con algun valor cero para alguna

de estas variables. Si, por ¢jemplo, X, =0, entonces
a b
Qo G 1 1 -0
Ay m @y m bm,
1 m—l
Si una matriz s¢ construye de tal forma a nartir de los ecoefi-
cientes de m-1 variables y el lado derccho de las condiciones es sin-
«ular, llamamos el problema de P. L. degenerado.
Algunos tratadistas ‘hablan de degeneracion en el caso de que
alguna submatriz de orden m dé
a;, a, b,

am Qnm bm

sea singular, incluso si esta submatriz esta compuesta de a;y solamen-
te. Ahora hien si una matriz del ltimo tipo, es decir

a a
u . 1 “u.] — Dl
AQum a p
' m
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cs singular, no podemos resolverlo para X, y.no podemos iniciar
L]
ol M. S. con ella. En tales casos podemos demostrar que si hay una
=...=X, =0
a

solucién (no necesariamente posible), con X,
m+1

entonces una matriz del tipo

«, a, b
\ll‘ \m-lll 1\: D2
b

a, ady n
im m-i

es singular, con lo que para nuestros propésitos las dos definiciones

de degencracién son equivalentes, La demostracién es como eigue:

Sea £ a, X, = b, csto sc cumple para j= 1,...m si D, = 0.

Entonces podemos resolver ¢l sistema

m

2 . W, =0 j=1..m
]

De tal forma que una de las W, por ejemplo X no sera cero. Haga-

Xul‘

mos = s, tendremos que

m
Zoa, (X, —swy) = b,
iv-l 1) 1
se verifica para toda j. Pero x, —sw =0 hay aqui a lo mas m — |
t t )
términos cero en el lado izquierdo de las ecuaciones y, por tanto,

una matriz del tipo D, es también singular.

14. Otros varios tipos de procedimientos se han propuesto, algu-
nos de los cuales puecden ser preferibles en ciertos casos. Asi, por
ejemplo, cn €l problema del transporte se ha encontrado que es po-
sible introducir una ¢ dc¢ magnitud fija, €l cual nos lleva a la ob-
tencion del valor final omitiendo los decimales con que aparece,
esto debido a la particular cleccién de e. Este método es muy con-
venientc en el cdlculo automatico, en donde es muy perturbador
mantener ¢l orden original de las variables (ver cap. XXII, nota al
pie de la pag. 366 de la Ref. 15).



ENERO-JUN10 19601 1.A PROGRAMACION, ., 367

15. (1). Volvemos ahora al ejemplo 5 del capitulo V. Los cua-
dros son como sigucn:

X, Xy 1 Xy g

—1 1
x, 2 =2 1 R 6 2 —1
2 1" —1 1 —1 % 2 1 -1
P T X, 3 —1 2
o1 —1 —2 —1 0

El segundo cuadro muestra la solucidn final, pero tenemos un
hecho nuevo: Z,, cs cero. Esto no puede inducirnos a continuar ¢l
proceso, pero la F. L. puede no cambiar si introducimos x, en Ja
base.

X, Xy

X3 7'/, e /s

-1 x 3"/, e /e
I x, 1/, Ve e

—2 — 1 \)

Podremos intercambiar x, t x, y asi sucesivamente. Vemos que
un cero entre las Zoun|+k indica que la s. p. b. final no es la inica
respuesta al problema. Considerando tales posibilidades, obtenemos
1odas las s. p. b.

Cuando tengamos dos s. p. b. cualquier combinacion lineal de
las mismas es también una s. p. aunque no hasica. Geométricamen-
te en nuestro cjemplo, todos los puntos de la recta entre x, = x, =
=0y x, = x5 =0 dael mismo valor minimo a x, — x,. Algebraica-
mente viene dado por los valores

x, =243, 1 -2, =1/, (1 —t); x5 =6 417"/, (1 —1¢3)
x, = 0;x;, =3t0 £ £

(1) Las x minisculas tienen el mismo significado que las X mayusculas,
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16. Se puede anadir que, desde un punto de vista algebraico,
la aparicién de un Z,, W=0 indica que hay algin u; tal que

Pero por definicion tenemos

m
a, j=2 ay, s L,,. u_
s=1

m+k +k

{Capitulo VI, féormula {31)
v estas relaciones indican que los vértices
(C], Aiy ., ... alm)
con ¢ = uy ... Un, Uy.x N0 son independientes.
Esto puede comprenderse facilmente partiendo de nuestra repre-
sentacién grafica (Cap. V). Significa que la F. L. es constante en una
de las rectas definidas por las restricciones. Veremos también que

la condicién es necesaria, pero no suficiente, para que exista una
infinidad de soluciones.

CAPITULO VIII
DUALIDAD

Consideremos los dos esquemas siguientes:

N m
Zoai; Xi = by La,yn F =6

i=1 i=1
todas las x, no-negativas ¥1s.-- ¥x nO-negativas

ninguna restriccion en ¢l signo de yx.

N . m
Minimizar £¢; X; =C Maximizar £ b; yx,; = B
1 1
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-~

En la izquicrda tenemos el problema familiar de P. L. con m
ccuaciones de condicion sobre N variables. En la derecha hay N eccua-
ciones en' N 4+ m variables, de las cuales N tiene restriccién en el

signo mientras que las otras m no. Llamamos a este par-conjunto
dual dc ecuaciones.

Elegimios ahora m variables x, para las cuales puedan solucio-
]
narse las ecuaciones. Expresamos también C en términos de las
variables restantes X, “ (k=1...N—m = n), Esto conduce a

Xy =24 g— 22y 4

C=2yy—2Zy.

k=1

Xu

m+k mt+k

Volviendo al sistema c¢n y, eliminamos las yy,; resolviendo pri-
mcramente las m ecuaciones con C, en el lado derecho (lo que es
. ,

posible por la eleccion de las u,).

Obtenemos

m
YNty = b (Cl’_’,yu‘ ) dJ s
8$=1
Sustituimos entonces en las ecuaciones restantes y tenemos

<
|

_ Z ay, ij,,J =
i=

Yzt Yinek m+k

LN

= -ZO um+k + leus.n

B = E(Cu‘—yu‘ ) Zu.o = ZOO_EZU'Oy-'
s=] s=1

Todas las y, (s=1,...m) e y, “(_k =1, ... n) tienen, por con-

siguiente restriccion en el signo.

z4
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2. Con el ‘siguicnte cambio de notacion tendremos:

antiguas - nuevas antiguas nuevas
k i s j
x'_u_m+kv . xl . . y“‘ YMJ
Zoo =W C—Zo, G
Z,“.“u.u. ) LTy . L B—-7,, B

Zo Yt 6

y recordando X, >0 ¢ y.,mul_eO podemos escribir (x) ¢ (y)

como sigue

n m
E(l” X|éb‘j Z(l-u yn“éc‘
1=1 izl
. . - -Minimizar C = Z ¢/ X; Maximizar B = X by y,,;
. i 3

Los dos grupos dc esta forma se llaman “conjuntos duales de
desigualdades™. Son cquivalentes a conjuntos duales de ecuaciones
siempre que exista uma s. p. b. del ultimo, en virtud de la cual
puede solucionarse el sistema; esto es siempre posible ampliando
el sistcma por el método M, si fuese necesario.

Comparando los dos grupos de desigualdades, encontramos que
¢l nimero de variables ecn un esquema es igual al nimero de des-
igualdades en el otro. Las dos matrices son traspuestas unas de
otras y las constantes de la parte derecha de cada esquema son
las de la F. L. del otro. También advertimos que minimizamos
la F. L. de aquel esquema en que el miembro de la izquierda es
mayor que ¢l de Ja derecha y maximizamos cuando ocurre lo con-
trario. En cste libro indicamos la F. L. que hay que minimizar por
C (coste) y a F. L. que hay que maximizar por B (heneficio).

El par anteriormente citado es una forma ligcramente genera-
lizada de lo que ocurre ecn la teoria de los jucgos (en 11I.4) va
que las constantes de la derecha, al igual que los coeficientes de
la F: L. eran 1. En cualquier caso, los resultados que se aplican a
los conjuntos duales conduciridn a. .resultados en la teoria de los
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juegos y utilizaremos esta idea para deducir todavia otra prueba
del T. M. M.

3. Para comparar los resultados en los dos conjuntos, los cs-
cribimos en nuestra ya familiar tabla, recogiendo nuevamente to-
das las variables en un lado dec las ccuaciones (x) c (y).

‘ mtk y“.
Xu‘ Zu.o —_.Zu;um+k y“mz,k -—Zoum'}'k Zunum+k
C Zoo Z°"m+k B Zy, Z“,O

La semejanza dc estos dos cuadros es evidente. Loz subindices
de las filas de X son los de las columnas dc y y viceversa. Las can-
tidades en la primera columna del cuadro X son de la ultima fila
del cuadro y, micntras que las columnas restantcs dc la primera
‘contienen las cantidades de las filas restantes de la ultima, pero
con signo cambiado. El hecho mas importante, sin embargo, cs
que con las variables X e y elegidas de forma quc se correspon-
dan, los valores de B y C son iguales.

Cuando el conjunto de las Xu‘ cambia, el de las Yooy canibia
simultaneamente, dc tal forma que la rclacién entre los cuadros
permanecc inalterada y, en particular, los nuevos valores B y C
son iguales.

Las reglas para transformar el cuadro y, pucden deducirse de
las de dual; alternativamente, podemos argiiir que las reglas sim-
plemente expresan el proceso de climinacién de una variable de
la base ¢ introduccién de otra, y que reglas idénticas pueden apli-
carse a ambos cuadros. Amvos argumentos llegan al mismo resul-
tado. Esto es debido al hecho de que cada uno dc ellos conduce a
una de las descripciones alternativas dcl nuevo cuadro de VI4, que
describe, en recalidad, las mismas relaciones.

Supongamos que hemos descubierto las s. b. éptimas para la

maximizacién del problema. —Z,, serd - entonees positiva o

mtk
cero y asi sera Z, ,. Volvamos ahora al prolilema de minimizacion,
. :
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Dado que 4, , son.no-ncyativas, las X, tienen el signo correcto ¥
como Zoum“ son no-positivas, hemos logrado alcanzar el altimo
cuadro. En consecuencia, maximo de B es igual al minimo de C.

Hemos demostrado asi ¢l Teorema Fundamental de Dualidad
(T. F. D.} de la P. L., que es como sigue:

Dados dos conjuntos duales, y sicmpre que existe un valor
minimo (maximo) finito de C (B) existe también un valor maximo
uninimo) de B (C) y los dos 6ptimos son iguales.

Si tencmos aliora un s p, b, éptima, podemos utilizar las res-
tricciones para expresar los valores dec las correspondientes v. b.
como combinaciones lineales de las b;. Podemos cntonees sustituir
estas expresiones de X, en la expresion para C y reagrupar el re-
sultado como una funcién lineal de b;. Se sigue de T. F. D que los
cocficientes de b; cn csta funcién son los valores de las variables
hasicas en las correspondientes s. p. b. optimas correspondientes
del problema dual. Esto s¢ Hama el principio dc reagrupacién en
la Ref. 8 y 10 a. ‘ ,

Dado quc el problema de los jucgos es un caso especial del pro-
blema de la P. L. hemos dado también una nucva demostraciéon del
T M. M.

4. Antes de continuar estudiamos algunos hechos algebraicos.
Dc los dos conjuntos duales de desigualdades tenemos

E bJ Yn+§ - Z E a; X1 Nnsj < E Cg X1
j P i
El T. F. D. nos dice incluso mas, es decir, que

Z benH = -s-: Cl Xl
J

De aqui que las soluciones de los dos problemas dobles satisfagan
también

Eb,yn“éz C| X.
3 i

quc es una formulacion mas amplia de la ccuacion anterior. Se si-
gue queo la solucion del grupo sizuiente de desigualdades sin exi-
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gencias de optimacion, es cquivalente a las . p. optimas de ambhos

pares de conjuntos duales
lz_'.a,jxiéb, i=1..n
.?au ¥nes = Cy
by 2EC X,
; : ‘

X 20 yuuy D0

~ EI dltimo resultado arroja cierta luz sobre la cuestién de la con-
versién de un problema de P. L en un problcma de juegos. Esta cs
una cucstion que es razonable plantear, ya que sabemos que la con-
version opuesta es siempre posible.

Consideremos definido €l jucgo por la siguiente matriz de pagos

0 0 —dgq i@y b,
0 0 —lm — @nm by,
a,, Uy 0 0 —oc,
Qn, npm 0 ' 0 ~— Cnp
—b, —bn ¢ cn 0

Dada la forma de la matriz el valor del jucgo es por conmsi-
auiente cero (V el fin del cap. I). Convirtiéndolo en un problema

de P. L. tenemos: / a,; X', + ... 4+ apy X'y — by s>V para todo |

— @iy y]!h’\ "'_—almylm+n+0{ zév " . . L
b b, ¥y — z ¢ XY >V
4 i
Ey‘nepj—,LZXl,-}—z =1
4 1

X2 0y, 20

shtener ¢l maximo de V.

El maximo de V ¢s ahora cero y podemos, por tanto, reempla-
zar V por cero en los términos a la derccha de las desigualdades.
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Sabemos también que un juego tienc sicmpre una solucion. Si este
juego tiene una solucién con Z < 0 dividimos entonces las desigual-
dades por Zy X'i/Z = Xy y'a41/Z = yn4; cs una solucién de [1],
por tanto, de los conjuntos duales. (Cf. Rf, 15 Cap. XX, por G. B.
DantzIc). Por el contrario, si X ¢ ¥,:, son valores 6ptimos finitos
v dc su dual, cntonces

’

de las variables de un problema de P. L.
{

Xi Yo+ 1
2 X| + z yn{’.*l’ zx.l + z yna_]'!l, 2 X[ + zyn“*.l
t J i 3 i i

¢s una estratcgia optima del juego definido anteriormente.

En consecuencia, si ¢l problema de P. L. (v de su dual) tiene
un 8. p. optima finito, entonces el juego tiene por lo menos una
solucion tal que Z#0. (Como un ejemplo donde el juego tienc
una solucién con Z = 0 v otras con Z+# 0 hay que considerar ¢l
problema de Ia P. L. — X, > 0 X, 4 X, =1 obtienen ¢l minimo
de X, ).

5. En la demostracion de T F. D. sc suponia la existencia de
S. P. 6ptima finita d¢ uno de los grupos, deduciéndose la existen-
cia de S. P. éptima finita en el otro. Pero debemos investigar tam-
Lién las circunstancias en que estos dos conjuntos finitos existen,

Llegariamos a la conclusiéon de que B no esta acotado supcerior-
mente si tuviésemos una Zu.ovnegativa para algin u, y simultinea-
todas has — Z,,b w, ., Para aquel 1g fuesen negativas o cero. Al mis-
mo tiempo, en ¢l cuadro —- X encontrariamos que el valor de Xu.
¢ra negativo, pero todos los otros valores en aquella fila, positivas
o ccro. Entonces la informacién contenida en la fila X.,‘ podria ex-

presarsc asi:

n
Xy ‘—f— 274 X, =2,

Ky mE+h wolk >

Los términos dc la izquicrda son positives o cero. y los de la dere-
cha negativos. De aqui que si el conjunto y tiene una F. L. ilimi-
tada entonces ¢l conjunto dual X cs contradictorio; puede demos-
trarse de la misma forma que los papeles de X e y en este razona-
micnto pueden invertirse. (Esto no implica que si un sistema es con-
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tradictorio su dual tenga una F. L. ilimitada; puedc también ser
contradictoria.)
Tomando, por ejemplo (1),

X —x, 22, —x +x>—1, C=x—2x,
su dual

yl_y'.’élv '—}'14‘}’24”2- B:?-}'x—)’z

6. Imaginamos ahora un conjunto de un par dual de conjuntos,
se ataca por el M. S. y que ¢l otro grupo es tratado con el paralelo,
tal como hemos hecho en la demostraciéon T. F. D. Si nos fijamos
entonees en el proceso para ¢l segundo grupo, obtencmos un nuevo
método para la solucién del problema de la P. L. debido a C. E.
Lemke (Ref. 18). Llamamos al nuevo método ¢l Método Dual del
Simplex (M. D. S.). ' '

Las reglas del M. D.S. pucden describirse como sigue. (hablamos
como hemos hecho hasta ahora de¢ un cuadro — x cuando la F. L.
s¢ minimiza, y del cuadro y cuando se maximiza):

Partiendo de un cuadro

‘ ou no-positivas
donde todas las m+t gon p .
Z, . . no-negativas

1 ]

| Z., |
si las VA son todas positivas o cero, entonces hemos
ou . )
+k :

terminado. Si no, debemos encontrar un v. b. y una v. n. b. para
intercambiarlas. La elecciéon de éstas puede deducirse del cuadro

dual. que suponemos que sc esta tratando por M. S.
M D. S. M. S.

Dec 1d1r qué variable hay que Decidir qué variable introdu-

cir eligiendo cualquiera(;"‘ )

u-
m+k

VA : negativo Z .
u,0 con un g' . 4,0
—Z, . positivo Z, A

+k

¢liminar eligiendo cualquiera
con negativo

() Las x en el ejemplo juegan el mismo papel que X.
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Considercmos que se elige la Consideremos que' sc eclige la
Xo, N
u, . Y
fila dc(y - Consideramos 41, mna dc( ‘ . Considere-
u"‘+h / umfh
negativas Z, ,
todas las [ g. . etmek mos todas las positivas
positivas Z, , " _
y dividir entonces por ( "'u'--“-)
. . Zu.umfh
( 0 um-}-k >
Z —Z
Lu‘ ° y dividirlas por ( 7 % ¥msk )
u. [1]

Tomar Jla razén mas pequeia
(que sea positiva) determinando Tomar la razén mas pequena
. {(que sera positiva) determinan-

X,
asi la m+h Yo, )
Yu do la (X que hay que cli-

4

que hay que introducir. minar,

decrecera

En el curso de estos pasos, el valor de la F. L.( g ) (aumentaré )

dado que permanece igual al correspondicnte (2 ) del cuadro

dual. Esto parece ser moverse cn una direccién equivocada, pero
se¢ explica por el hecho de que un signo negativo de una v. b. in-
dica que hemos logrado un valer de la F. L. que ha sobrepasado
la marca y no es util para una s. b. ‘

Cuando se han determinado las variables que han de intercam-
biarse construimos el préximo cuadro mediante las reglas familia-
res de transformacion.

7. Por consiguiente el M. D. S. tiene también sus complicacio-
nes duales de las resucltas en el cap. VIL. Podemos hacerlas frente
siguiendo el mismo camino con que vencimos las dificultades en
el M. S,

a) ;Cémo podemos comenzar?

En el M. S, utilizdabamos una version del método M con una va-
riable artificial (VII, 6) y aqui desarrollaremos ¢l dual de aquel pro-
cedimiento. ‘
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Supongamos que lo resolvemos para m variahles y expresamos
también la F. L. en términos de v. n. b. X, ek (k=1,...n). Si to-
dos los coeficientes en la F. L. tienen el signo correcto, entonces pro-
cedemos utilizando el M. D. S. sin ninguna dificultad, pero si hay
signos falsos en la F. L., asociada con X; o X" entonces introduci-

mos una ecuacion artificial
x,!+ + Xis +X° =M
De todos los coeficientes con signo malo, clegimos aqueilos con
mayor valor absoluto. Consideremos que éste es d; , es decir, el coe-
]
ficiente de X, . Tomando entonces X; como otra v. b. solucionamo-

)
la ecuacion artificial para ella y la sustituimos en las condiciones
y en la F. L. La variable x, desaparecera de la ultima y todos los
]

coeficientes tendran el signo descado.
Como aclaracion tomamos ¢l caso que es dual del ¢jemplo 2 del
capitulo V (ver también VII.4 y figura V.2).

Maximizar —2y5-2y;, + 5y
sujeto a —2y+ yir+ ¥Ystyi=—1
Yo—2y:+ Ysty.= 1
Yo+ ¥a = 0
Y+ ¥ = 0
Ye t ¥s 0

para yi, ¥z, Yy ¥4 € ¥ no negativas. Eliminando y4, y; € y, te-

nemos
Maximizar 2y3—2y,—5Yy;
sujctas a 2y, — yi— ¥ty =—1

— Yas+2y,— ¥+
con y; no negativa.
Anadimos la ecuacion y; + yo, = M climinando y, obteniendo:

Maximizar 2M — 2y, —2y,—35y;
sujeto a —2y, Ye— Ys— Y, =—1—2M
Yo+ 2yi— ¥+ y.=1+M
Yo+ ¥a =M

para y, no negativas.
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Esto conduce a la siguiente sucesion de cuadros:

R
Y2
Ya

Y.

¥s
—5
—1
—1
0

M Yo
—2 —2
-1 -2 .-2° 1
i 1
1
2

Tenemos una columna M, en lugar de la fila M. La variable ar.

tificial se esta cambiando a la vez y no necesitamos considerarla en

Io sucesivo. La secuencia del cuadro entonces cs:

Yo
2y
Y.

—2 y,
—5 ¥,

b2 Y4 Y
— 2 — 5
1/2 1/2 3/2 —3/2
—1/2 1/2 —1/2% —1/2
— 1 1 1 4
Y, Y, Y-
2 — 5
-1 2 3 — 3"
— ] —1 — 1
— 2 2 2 3
Yy Ya Y.
1/3 —2/3 — 1 —1/3
2/3 —1/3 — 1 1/3
— 3 1 5 1
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La comparacién de los dos conjuntos duales de cuadros aclarara
todas los hechos que hemos mencionado y el lector esta ya prepara-
do para desarrollar también los duales de los otros ejemplos del
capitulo V.

. .8. En la ultima seccion hemos solucionado el dual del cjem-
plo 2 del cap. V por el M. D. S. Podemos también resolver el cjem-
plo original 2 por el M. D. S. Anadimos x, + x, = M. La linca ver-
tical marcada (0) en la fig. V.2 es una linca de ecuacion x, = M,
donde M ecs tan grande que la linea se encuentra fuera de todas las
intersccciones de las otras lineas. Tenemos entonces el siguiente cua-

dro, que conduce, naturalmente, al mismo resultado final que ¢l
M. S. en el VILA4.

M X, X, M X,
11
X, —2 2 1 2 X, —1 a, .,
X, 2 —1 2 —1 1 X, —1 0y — 1/,
X, 5 —1 1 —1 X, 6 —3/, '/, —
X, ] 0 1  —1 X, 1 0
—1 1 —1 N R —

Dec aqui que no necesitemos considerar mas x,.

X. X;

X, 5 1 1

1 xz 1 “"1/:1 l/3_
—1 xl 4 /:a "//J
—3 =% =

Hemos conmenzado con X, = X; = 0 representado por el pun-
to e en la figura v. 2. Esta en el lado falso de X, =0y de X; =0
de-aqui el valor negativo de estas variables en.cl primer cuadro
(recordad que M sc ha inutilizado). Por otra parte, los coeficientes
de la F. L. tienen ya ¢l adecuado signo (necgativo). Esto quiere de-
cir que si aumentamos cualquicra de las v. n. b. cuyas lineas se cn-
cuentran en el punto e, es decir, si nos movemos sobre una de las
dos lincas de interscccion en una direccion no prohibida por el
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sombreamiento de la otra, nos movemos entonces fuecra de la direc-
cion en que la F. L. puede aumcntarse. Esta direccion es, en rea-
lidad, aquella en la que debemos orientarnos, ya que, como sabe-
mos, el valor de la variable que ha de introducirse en las bases
cambia de cero a un valor positivo. Queda por decidir sobre cual
de las dos lineas dehemos movernos.

Queremos movernos fucra de una regién sombreada, esto es, aco-
tada; en este caso queremos climinar X, o X; de las bases. Nos he-
mos decidido ya por X,, de aqui que nos movamos hacia la linca
X, = 0. Ahora si b, sobre esta linea, es un punto cxtremo, entonces
f, también sobre esta linca, pucde no serlo, porque la direccion de
b a f es la opuesta de la de f a b. Asi la linea y direccion en la
que debemos movernos s¢ definen univocamente. Nos movemos a
y después a ¢. Aqui estamos, por fin, en un punto posible. El pro-
blema se¢ ha solucionado.

(b) ¢Existe una solucién acotada?

No hay nada aqui que no se haya dicho ¢n el Cap. VII. Sabemuos
que la existencia de una solucién no acotada e¢s el dual de las con-
diciones contradictorias y dado que el método M proporcioma un cri-
terio para la dltima contingencia es natural que el dual del méto-
do M, que hemos discutido, sea una norma para determinar si la
solucién esta acotada o no. Esto se discutié en VII. 10.

10 (¢) ¢Qué variable dechicra clegirse para su introduccién en
las hases?

El remecdio, si hay un dilema, es nuevamente ¢l dual del tratado
en el capitulo VII para el caso correspondiente. No necesitamos
considerar polinomios en & porque podemos deducir la regla de
la dada en VIIL. 12. La regla que se deduce cs literalmente la mis-
ma que para ¢l M. S., pero los valorcs descritos por el mismo sini-
bolo estan en diferentes posiciones en el correspondiente cuadro

dual.

11. Finalmente, mencionamos que podemos, si lo deseamos uti-
lizar una combinacién del M. S. y M. D. S. para evitar ¢l método
M. Solucionamos primero las condiciones para m variables en tér-
minos de las otras, y expresamos la F. L. c¢n términos de estas
otras. Si los térmiinos constantes en las condiciones son todos no-
negativos, operamos con arreglo al M. S. Si los coeficientes en la



ENERO-JUNIO 1960] LA PROGRAMACION. ., 33]

F. L. son todos de signos convcnicntes procedemos con arreglo al
M. D. S. Si ninguna de estas cosas ocurre, sustituimos la F. L. por
alguna otra F. L. con cocficientes dc signo adecuado y solucionar ¢l
problema modificado por el M. D. S. Esto conducira a una s. p. b.
del problema original que puede entonces solucionarse por el M. S.

CAPITULO IX

LA SOLUCION DE LOS JUEGOS

En este capitulo aplicamos nuestro conocimiento de la P. L. a
la solucion de los juegos. Sabemos que cualquier juego puede com-
siderarse un problema de P. L. (ver 111.4) y la solucién del ultimo
da también la del primero. Pero las caracteristicas especiales del
problema de los juegos permite un tratamiento especcial, como ve-
remos.

Hemos visto en el capitulo VIII que cada cuadro simple se refiere
simultinecamente a dos problemas duales, y dado que los problemas
de los dos jugadores en un juego bipersonal de suma-cero son dua-
les en este sentido, podemos resolver ambos problemas simultanea-
mente y descubrir el valor del juego.

El problema de B puede adoptar la siguiente forma de P. L.:

Yi+ - .. Fym=1

any;, + ... +anyYn+ Ymy = v {i=1,...nj

Mipimizamos v para variables no-ncgativas.

La cantidad v no es una constante, pero podemos reducir las
condiciones a una forma mas familiar, que sin embargo difiere de

la de IIL 4.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que las restricciones
«:stan ordenadas de tal forma que a,, > a;, para todas las i. Sustrae-
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mos la segunda, ..., ete, ecuacién de la dltima y expresamos la
F. L. v por la tltima ecuacién. Esto da

i+ ym=1
(an, —ayy) Y.+ ...+ (@nm — @im) Ym T Yoim Ymet = 0

peroi=1,..n—1

Minimizamos

ay, Y1+ .o + um ¥Ym + Ymin

Tenemos aqui n condiciones con m - m variahles. No hay nin-

guna dificultad para seleccionar la primera s. p. b.
Elegimos y; = 1, ynin =ty — @15 5 .. FYmono1 == g — @y 5
El valor dc la F. L. cntonces es ay; .

Utilizando el M. M. I. tenemos:

1 0 0 0

_ ap; —4; o —1 0 0
A=l g —tn,, 0 —1 0
—ap, 0 0 1

Pucde facilmente comprobarse que la matriz inversa (A)—! es
idéntica a la (A), excepto que en el angulo base de la izquierda figu-
ra un, cn lugar de — a,, . Advertimos que las cantidades en la pri-
mera columna de (A)~! son precisamente los valores de las variables
Lasicas y los de la F. L. Dado que la columna 0 de (M) contiene
un 1 en la primera fila y solamente ccros en los demas lugares, la
primera columna de (A) ! retendra este significado.

Aclaramos todo esto por el siguiente juego, quec se ha mencio-

nado en 1. 3.:
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‘La matriz (M) es como sigue:

}'1' Y2 Ya Y4
1 1 1 0

Ys
0
4 2 —4 —1 0 1
1 5 —5 0 —1
—3 . —3 3 0 0

[~ I =
- O Q

Partimos con la base y,, y, € y; y obtenemos la siguiente su-
cesion de cuadros (la columna de Z, , es idéntica a la primera co-
s .

lumna y no la necesitamos repetir) :

(y,) 5/6 0 1/6 0 : 5/3 5/22
(yo) 8/3 —1 4/3 0 22/3 —3/22
(ys) 1/6 0o —1/6 0 :—2/3 —1/11
2 0 1 1 4 6/11

4 —1 0

(x2) (x5) (x6)

y,) 5/22 5/22 —3/22
y,) 4/11 —3/22 2/11
(y,) 9/22 —1/11 —1/22
6/11 6/11  3/11

-0 O O

—6/11 —3/11 —2/11
(z4) (xs)' (xs)

Las Z,x son todas megativas y por tanto hemos llegado al momen-
to final.

Sabemos por VIIL1 (ecuaciones (x) e (y) quc —Z, v, €8 el
valor de Y., 0 el conjunto dual, y asi (6/11, 3/11, 2/11) ¢s la
estrategia 6ptima. de A mientras que el valor del juego es 6/11. Se
apreciara que con la anotacién utilizada aqui solamente los valores
finales de x, , x5 y x5 y de y, , y, € ¥, se refieren a estrategias, mien-
‘tras que cunalquiera de las variables adicionales, que hubieran per.
manecido en la solucién final, tendrian que ignorarse desde este
punto de vista.

2. Introduciremos ahora un método para solucionar un juego
que es muy conveniente cuando la matriz de pagos es pequetia. Con-
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sideramos los conjuntos duales de desigualdades tal como aparecen
cn un problema de juegos (ver II1.4 y VIIL.2) y elegimos la primera
base integrada por-aquellas variables adicionales que no aparecen
en la F. L. Cuando cn un momento posterior se introduce una va-
riable no adicional en la base, esto ocurre en ambos conjuntos en
los pasos correspondientes. Consecuentemente cn Ja solucién final
aparecera ¢l mismo numero de variahles no adicionales en ambos
cuadros finales.

Esto significa, ¢n otras palabras, que el mismo nimero de varia-
bles adicionales tendra eventualmente el valor cero para ambos
jugadores. Consideramos que este numero es r. Entonces hay en
ambos grupos r ecuaciones en r variahles no adicionales que definen
las estrategias 6ptimas de ambos jugadores. Podemos suponer, sin
perder generalidad, que las ecuaciones son las pnmeras ry que las
variables son e¢n la notacion de Ill4, »', ...x" . e ¥, ... ¥'r.

Tenemos

e, x+..+anx,—v=0
a, X, +..+ax,—v=0

xll +... +x', =1

y analogamente, con a;, traspuestas, para y, ...y, .

La solucién es:

a,, a-,; 0 ay, a,; —1 a, a, —1
0= a, a4 0 ayyr a;, —1 - a, a, —1
1 1 1 1 1 0 11 0/

v analogamente para y’;

Cambiando la columna ultima y la i cn el numerador encontra-
mos que es igual a 2'2 A, donde A;; es el adjunto de ai; en la de-
terminante de a,; (i. j = 1,...r). En vista de la 1ltima condicién, el
denominador debe ser ¥ ¥ A,. Tenemos también

LI

v = X aj; 'y para cualquier j y v == X a); ¥', para cualquier i
) .
Ahora no sabemos qué submatriz de orden r de la matriz de pago
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conduce a la solucién final. Debemos considerar todas las de drde-
nes, 1, 2, ..., min (m,n) y resolver las ecuaciones correspondicntes
como antes. Si algunas de las x'; 6 y’; resultantes son negativas, en-
tonces la submatriz que se refiere a cste grupo es irrclevante para
la solucién del juego. Pero ain cuando sean no-negativas no es to-
davia suficiente. Las otras variables deben también ser no-negativas,

lo que significa que las desigualdades de los tipos

. , . .
QG x; L. taa =00, T X
Qrisy Y1 T oo T lrisr Y L£v=a, ¥y, + ... +a;r ¥y«

deben mantenerse para todas las s =1,...n—r ys=1,...m—r.
Si se mantienen hemos logrado una solucién. (La anotacién es nue-
vamente la que es apropiada cuando las x'; ¢ ¥, son las primeras r
de su conjunto.)

Un problema de juegos no puede tener una solucién ilimitada,
porque cl problema dual ticne siempre una solucién. De aqui que
si descubrimos todas las s. p. b. del problema de P. L. se siguc ¢n-
tonces de lo deducido en VI.8 que todas las soluciones del pro-
blema de juegos dado son todas combinaciones lineales dc aquellas
soluciones que corresponden a las s. p. b. del problema de los juegos.

8. Aplicamos esta idea al juego

4 1 3\
(2 3 4

Para r = ) la investigacién para una solucion significa simplemente
encontrar un punto de silla.
En este juego no hay ninguno. Tomamos ahora todas las sub-
matriccs de orden 2, esto es
j4 1v /4 3. (13
2 3) 2 4) (3 4)

/ ’

La tercera es irrelevante, porque la scgunda fila domina la pri-
mera y también la primera columna domina la segunda; asi, el con-
junto de ecuaciones y', + 3y, =3y, ~ Ay, o también el
conjunto x', +3x', =3x', + 41", no pucde, posiblemente, tener
valores no-ncgativos de todas las variables c¢n su soluciones.

La primera matriz da 4x", + 23, =2, +3x',, ', + 2, =1,
es decir, x', =1/, y 2', =3/,. De un modo anilogo obhtencmos
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y,=v2=", La desigualdad 3.'/,+4.°/,>v =7/, se man-
ticnc y hemos encontrado asi una solucién. Si tratamos de la misma
forma la segunda matriz, obtencmos valores positivos, pero la des-
izualdad necesaria podria no aplicarsc. Si A emplea nada mas que
los valores obtcnidos en la segunda matriz, B podria estropear su
juego eligiendo su segunda cstrategia como réplica.

Aqui hay una solucién unica del jucgo.

CAPITULO X
 REPRESENTACION GRAFICA DE LA P. L. (2)

Introducimos ahora un medclo geométrico que gencraliza la
representacion dada en 112 v las secciones siguientes. Consideramos

¢l conjunto

'

an Y oo Y ot Ymer = €4
2 Y1+ o am Ym T Yo = 2
Maximizamos b, y, -i- ... + by, yu = B para variables no-negativas.

Suponemos quc ninguna de las constantes ¢; b; es cero. En caso
contrario, hacemos las modificaciones pertinentes. Dividiendo cada
ccuacién por sus miembros del lado derecho, introduciendo b, v,
como uma nueva variable y definiendo nuevamente los coeficientcs
il un modo adecuado, €l csquema puede plantearse en la sizuicnte
forma: (las variables son diferentes de las primeras)

1
1

a,, Yy L ek ym Y -+ (l/Cl) Ymi1
Usy Yy 'i' A Tom Ym ‘}‘ (I/Cz) Ym+2
Maximizar y, 4 ... - yn = B

Las nuevas variables no se limitan neccsariamente a valores no-
negativos: las y; que representaban una variable cuyo coeficiente
b, en la F. L. era negativo, sc limitan ahora a valores no-positivos.
Suponcmos sin pérdida de generalidad que y, ... y. son no-ncgativas
y (si hay otras) yc.,...ym son no-positivas. Las variables ymi; ¢
¥mso SON Nuevamente no-negativas, ya que son las mismas que antes.
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A partir de ahora, suponemos que B = 1. Como en el capitulo II,
consideramos en un plano cartesiano los puntos P; (¢,;, a;;) para
ji=l,..m+42 S '

Debemos demostrar céomo se determina 13 region de todos
los puntos cuyas ahcisas y ordenadas se deducen de las de P;, apli-
cando a Jas mismas ponderaciones no-positivas o no-ncgativas y,
wientras B = 1.

Si todas las b; fucsen positivas (no ccro) y B = 1 c¢ntonces to-
dos los puntos dados por los clementos situados a la izquierda de
las condiciones estan en la partc capsula convexa de P;. Si sola-
mente son positivas algunas b, esto es, b, ..., b, podemos entonces
con ccrteza alecanzar todos los puntos dentro de la capsula convexa
de P, ... P;. Este area se extendera por cfecto de yr. ), ... Ymep, que
analizaremos ahora. Consideramos las variables yni, € ym, que
ticnen coeficientes cero en la F. L. Cualquiera que sea su valor, ¢l
valor d¢ la F. L. no quedara afectado, pero constituiran una adi-
cion a los elementos de la derccha de las condiciones, afectando
cada una de ellas a uno de los dos clementos de la izquicrda. Las
dos ponderaciones ym., € ¥mi, €xtenderan el area que hemos ya ob-
tenido moviéndolo fuera del limite en las direcciones paralcias a
las dos dirceciones desde 0 a P, y desde 0 a Ppy., es decir, ¢n la
direccion cn que sc aumentan ordenadas y ahcisas.’

Volviendo :ahora a una Pg con ponderaciones negativas atribui-
bles a ella y cligiendo una P, arbitraria ¢n el arca obtenida, pode-
mos extenderla en la direccion paralela a Py cP,. -

Estas construcciones fallan cuando todas las b; son pegativas
{lo que no ocurrc en un problema dec juegos). Pero entonces cambia-
mos el signo de todas las by y cxigimos que B sea minimizada. De-
hemos recordar que el minimo obtenido es entonces ¢l negativo del
maximo buscado originariamente.

Cuando hemos cncontrado la region de todos los puntos cuyas
coordenadas se definen por los dos clementos de la izquicrda, mien-
tras sca B = 1 cualquier drea correspondiente a otros valores de B
puede encontrarse por una dilalacién o contraccion similar del ori-
zen. Queremos que B sea lo mayor posible y tenemos el punto
C=(1,1) dentro de clla. Elegircmos una region lo dilatada que
tolere la consistencia y que no tenga C fucra de ella (que puede
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por otra parte incluir alguna contraccion del caso B = 1). Gene-

ralmente habremos situado entonces a C sobre un cje de la region

entre dos vértices-y -entonces solamente dos y; tendran valores no-

cero en la solucion. En casos especiales, C podria coincidir con uno

de los vértices del arca o podria cacr sobre dos lineas, concctando

cada una de ellas dos puntos que se originaban de P;.
Consideremos nuevamente el juego

o 4 13
(2 54)
Tenemos entonces el sistema

4y, + yo+3ys;+y. =1
2y, +3y: F4y; +y; =1

En la fig. X.1 hemos trazado los puntos P; y ¢l punto C.

Fic. XI.1

En los problemas de¢ jucgos los puntos (1, 0) y (0, 1) estarin
siempre entre las Py.
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El area que puede obtenerse por y; no-negativas, mientras que
B = 1 contiene ciertamente P, P, P;, ya que de P, y P; estc area
puede cxtenderse trazando una vertical a través de P, hacia arriba y
una horizontal a través de P, a la derecha. El arca contiene todos
los puntos a la izquierda y arriba de la linea qucbrada consistente
en la vertical de P, P, y de la horizontal. El punto ¢ puede lograrse
contrayendo ¢l area hacia ¢l origen en la proporcion 1:5/2, de don-
de y, =y, =1/5 y B =2/5. El problema equivalente de P. L. ha
sido asi resuelto. Volviendo al juego, dividimos por 2/5 y obtene-
mos la estrategia mixta (1/2, 1/2), micntras ¢l valor del juego es
el reciproco de 2/5, esto es, 5/2.

Es dc utilidad hacer notar que a causa de la presencia de los
puntos {1,0) y (0,1) y su efecto sobre ¢l area, cl problema de los
juegos tiene sicnipre una solucién. Sin embargo, en un problema de
P. L. es posible que la lineca 0 ¢ no corte el area y que ¢ no intro-
duzca ninguna contraccién o dilacién cn ella. Esto ocurrira cuando
las condiciones sean contradictorias. Pucde también ocurrir que el
area esté ilimitada en una forma tal que no exista ningn éptimo
finito de la P. L.

Continuamos guiandonos por la demostracion en el Cap. II y
volvemos ahora al problema de A. En forma de P. L. puede cxpre-
sarse:

4x,+2x,>1
x, +3x,>1 ¢
3x, +4x,>1

Minimizamos x, + x, para variables no-ncgativas.
Este es un caso especial de desigualdades cn dos variables, como
sigue: '
Uy % + a2, 20,
G m% +aymx, > b,

Minimizamos c, x, + ¢, x, = ¢ para variables no negativas.
Suponemos nuevamente buscando la sencillez que ninguna de las
¢, o by es cero. Este sistema pucde tamhién escribirse en la forma
a1 %+ x> 1 € xta g, x,£1
Gy % Fup g x,>1 Gm Xyt 2, L1

Minimizamos x, + x, = C.
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Esta vez cualquiera x, o x, (0o ambas) podrian ser no-positivas .
si ¢; o ¢, (o ambas) fuesen negativas.

En ¢l caso de que nos ocupemos de dos ccuaciones con m + 2 va-
riables, la altima se interpretaria como ponderaciones y lasa, jy a,
como coordenadas de los puntos. Ahora, cuando operamos con dos
variables en m desigualdades, consideramos las variables como coefi-
cicntes en ecuaciones de lineas rectas en un plano con coordena-
das a, vy a,.

Dada una linea recta S que pasa por el origen con ecuacién
4, x; + a, x, = 0, trazada una linea paralela a S a través de P,
para cortar la linca L con ccuacidn &, = a, (recordemos que a, y a,
son coordenadas). Decsignemos la interseccion por Q. Entonces Q
tiene la abscisa (x, e, ; + x,a,,) /%, + x,. (Comparad IL3.) Fn

otras palabras, x, a, ; + x,a, ; es la abscisa de un punto Q de L

tal que 0 Q/0Q = x, + x5, en donde o es ¢l origen. Esta referencia
la conzideraremos como lema.

W

Fic. X1.2



ENERO-JUNIO 1960 LA PROCRAMACION. .. 391

Si cl valor de la F. L. es 1, entonces Q = Q. ¢ Qué restricciones
puedc entonces imponcr una desigualdad x, a0, j + 0032 1.0 £1
a x, v 1, o mejor a la recta x;, a, + x, 1, =0 a través del origen?
Por el lema cualquier linca como la anterior debe satisfacer la con-
dicion dc que una paralela a través de P cortc a L ¢n un punto
cuya abscisa es por lo menos (o a lo mis) igual a 1. Sin embargo(
si x; v v, dchen ser no-ncgativos, o no-positivos, entonces unica-
mente lincas con pendientes negativas pueden considerarse. Si son
dc distinto signo las lineas pucden tener pendiente positiva. .

Como ejemplo consideremos ¢l juego anterior (fig. X-2). Hemos
representado el punto b (1, 1) ¥, por el origen, paralelas a las lincas
bP; (S=1,2,3). Hemos marcado con lincas de puntos aqucllos
scctores dentro de los cuales las lineas no pueden volver. En este
caso resulta que todas las( lincas con pendicntes negativas son ad-
misibles siempre que C = 1. Pero queremos hacer C lo menor po-

sible. Por lo tanto, tomando cualquicr otro valor para C ¢l punto

|
‘"l

Fic. X1.3
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que antes jugaba b lo jugari ahora un punto b (C) de L tal que las
coordenadas de b (C) son iguales a 1/C. Cuando C aumenta, o dis-
minuye, b (C) sc mueve (o se separa) de 0 y las lineas a través de P,
y b (C) se mucven en correspondencia, mientras los sectores cambian
con ellas. Consideremos la situacion cuando b (C) se ha movido
4 {5/2.5/2) (ver la figura X3). Este punto cs la interseccién de L
y la linca P, P,; ¢s evidente ahora que la paralela a P, b(C), que
cs también la paralela a P, b(C), no puede girar a ningin lado ni
ir mas lejos. No puede caer en ningin sector prohibido por la ter-
cera paralela, y de aqui quc hay una y una sola linea correcta. Su
ccuacion es a, + 3¢, = 0. C igual a 2/5 y tendremos x; = 1/10
x, = 3/10. Se deduce que el valor del juego cs 5/2 y las estratezias
optimas para A es (1/4, 3/4) como sahiamos.

CAPITULO XI
EL METODO DE LAS VARIABLES GUIAS

Un método que difiere de los explicados cn los capitulos prece-
dentes ha sido desarrollado por E. M. L. Beale (Ref. 1), y damos
aqui un eshozo de él, pero debemos remitir al lector para mas deta-
lle a la publicacion original. Suponemos que hay un sistema de m
ccuacionces en n variables y que se quierc minimizar una F. L. para
valores no-negativos dc las variables. Resolvemos cl sistema para
m dc las variables x, ... x,, v obtenemos

— . ] s
X; = Zjy - Zymer Xmer b oo+ Zin Xy (j=1,...m)
—_ ] N
C =240 + zgm:y Xmsy + ... 4 Zgn Xn

Fsta transformacién es posible, a menos que ¢l sistema sea incompa-
tible y no haya solucién posible.

Podemos aiin no estar seguros de que el sistema tenga solucién
con x; no-negativas y los valores de C podrian estar no acotados
inferiormente. Pero la ultima posibilidad puede excluirse aiadiendo
una condicién supletoria con otra variable, es decir

1=1x,4w(xm,; + ... l' Xn)



ENERO-JUN10. 1960] LA PROGRAMACION... 393

donde w es finita y positiva y x, se limita también a valores no-ne-
gativos.

Si el sistema original tienc una solucién finita, entonces siempre
que tw sea suficicntemente pequciia, la introduccién de esta nucva
ecuacién no afecta la respuesta final, porque no anade una restric-
cién ultcrior a los valores xm:, ... xn . Por otra parte, si el grupo
original ticne solamente una solucién infinita, sc demostrara enton-
ces por medio de alguna dc las variables que estan en la solucién
final que ¢l orden de magnitud 1/w y x, sera entonces cero. Si el
eistema original no ticne solucién el nuevo no la tendra tampoco.

Tenemos ahora m ccuaciones con una variable en su miembro
dc la izquierda y una ccuacién con 1 en el miembro izquierdo.
Esto se mantendra a través de los calculos y llamaremos a la ultima
ccuacién la ecuacion guia, y las variables que en ella aparecen va.
riables guins. El método sc llama método de las variables guias.
(M. V. G.}.

Nuestro proceso puede ahora describirse como sigue: imagine-
mos de ahora cn adelantc que solamente las variables guias necesi-
tan ser no-negativas. Es facil entonces encontrar la solucidon que
minimiza C.

Consideramos que la ccuacién guia es

1l = X tga,

C=ZT,x,

donde S sc extiende a las n— m -4 1 variables principales y donde
ts puede o no contener w.

Si t, no es positiva, la ecuacién guia no puede satisfacer para x
no-ncgativas y ¢l sistema total no tiene solucién. Por otra parte, po-
demos tomar algunas x,, que HHamaremos x,, de tal forma que ¢, sea
positiva y podemos utilizar la ecuacion guia para eliminar esta va-
riahle de la expresion C. Se transforma cntonces asi:

n-m

CT,/ty+ Z(Ts —T,ts/t,) x5

S=0
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Si todas las experiencias en los paréntesis de la derecha son no-ncga-

tivas, entonces ¢l conjunto x, = y todas las otras xs = 0 pro-
t
p

duce el minimo dec C para variables guias no-ncgativas. Algunas
de las t5 pueden ser negativas o cero, pero primero tratamos de de-
terminar que x, hace no-negativos todos aquellos paréntesis cn los
que t, son positivos. Con este fin debemos elegir p de forma que la
razon T, /¢, sca la mas pequeia de todas las T4/t para tg positivas.
Puecde demostrarse que al principio esta eleccién de p asegura que
todos los demas paréntesis son también no-negativos. Esto es asi
porque (i) en este paso C no puede ser un infinito negativo, en vir-
tud de la introduccion de w y (ii), si una dc las expresiones en
los paréntesis fuese ncgativa, podriamos hacer cntonces C infinito
negativo, Jo que llevaria a una contradiccion. (Para dctalles véa-

se Ref. 1). Llamamos a x, variable principal.

Hasta ahora hemos ignorado la existencia de las ecuaciones no-
principales. Contienen constantes, pero multiplicamos ahora éstas
por x,, cambiando asi nucstro problema original. Sin embargo, csto
no nos perturba, ya que puede demostrarse que la solucién del nue-
vo problema pucde transformarse en la del original sin una excesiva
dificultad. Indicaremos cémo se puede abordar ¢l nuevo problema.

Consideramos la ecuacion guia vy la expresion para C. Si la va-
riable principal es x,, la hacemos 1/t, y todas las demas variables
cuias ccro. Esto minimiza C en tanto en cuanto solamente las va-
riables guias tienen signo restringido.

A continuacion consideramos si csta cleccion de la variable prin.
cipal conduce a valores no-ncgativos para variables no-guias. Esto
depende de si los coeficientes z;, (j = 1.... m} son no-negativos. Si
lo son, entonces hemos logrado nucstra mecta, con variables guias
como antes y variables no-guias x; = -—jjp . Pero si algunas son ne-

p
.gativas, debe elegirse entonces un nuevo conjunto de variables guias
eliminando x, y cligiendo en su lugar una de aquellas x;, por ejem-
plo, x;, que inutiliza el primer rcsultado que era negativo. Proce-
deremos solucionando la ecuacién con x. para x, y sustituyendo

en las demas ecuaciones. En la ccuacion guia x, tendra el coeficien-
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te 1, si aparece, va que loz mniltiplos de w pueden despreciarse por
comparacion.

Si no hemos logrado nucstra meta cuando determinamos la nue-
va variable principal, entonces debe repetirse el proceso de cambiar
la ecuacion principal. En la Ref. 1 se demuestra que durantce ¢l pro-
ceso el valor de C no disminuye y que el proceso puede terminar-
sc. Esto depende del criterio para la eleccion de la variable princi-
pal analogo al método &, ya que las relaciones desaparecen cnando
sc cambian las variables en ¢l M. S. 0 en el M. D. S.

Incidcntalmente, dado que C no esta acotado inferiormente en
ol primer momento y después no disminuye, podemos en cada mo-
mento estar seguros de que si eliminamos la variable principal de
la ccuacion guia y dc la cxpresion para C, la ultima apareceria
siempre con coeficientez no-negativos, en otro caso, podriamos con-
scguir un valor infinitamente pequeiio de C con variables guias no-
negativas y esto contradeciria la tendencia a no disminuir de C.

Dchbemos ahora referirnos al problema de como trasladar la so-
lucién de nuestro problema cambiado el original. Aparte de los mul-
tiplos de w el valor de x, pucde ser en ¢l momento final solamen-
te 0 6 1. Si es 1, entonces los dos problemas son idénticos. Pero
si ¢s 0, es necesario un analisis ulterior que no puede hacerse aqui.
'ucde decirse, sin embargo, quc esta dificultad no surge si existe la

solucién al problema original y ésta es finita.

Apcnas si ¢s necesario mencionar que el M. V. G. puede adap-
tarse mediante cambios triviales al caso de una F. L. que sc maxi-
niice.

2. ElI M. V. G. es independiente del M. D. S., pero ambos tienen
algunas cosas similares. Aclaremos csto, resolviendo un ¢jemplo. La
interpretacion gcométrica que se deduce entonces, sugicre que siem-
prc es posible llevar a cabo los dos procesos en forma tal que cl
urupo de variables basicas en el M. D. S., en cada momento, es el
mismo que el grupo de variables no guias mas la variable principal.
en la M. V. G., y esto puedc probarse formalmente. Tomamos el
cjemplo 2 del capitulo V que ya considcramos en VIL4 y en VIIL7.

Las variables hasicas naturales con quec partimos son x;, x, y x5.
En ¢l M. D. S. hemos introducido x,. En el presente caso, ailadimos
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la ecuacidn guia que contienc x, y las variables x, y x, de tal for-
ma que comenzamos con

x;=—2x,+2x, — x,
X, = 2xy— x,4-2x,
X, = Sxy— x;,— X,
I ==x) +wix, + x,)
'C = —x, +x,

La variable principal es x, ¥y debe cambiarse con x,

x,=2x— x,+2x,
Xy =2x,—2x, + 3 x;

s =3x+ x,—3x;
=x,—wix, + 3 a,)
=—2x0+x,— 17

O = a
|

La variable principal es x, v debe cambiarse con x5

T, = X+ x,/3-—- x5/3
¥, =4xyg—21,/3—2x,/3
X3 = dxg—x, — x5

I =xy—1wx,

|C =—3x,+2x,/3+x;/3

La variable principal es x, y hemos logrado el conjunto final.
Conticne la solucion, es decir, x, =1, x;, = 4, x, = 5, C—3.

Es interesante examinar nuevamente la figura V.2 y ver lo quc
sc ha hecho. La linea (0), que se trazabha c¢n relacién con el M. D. S.,
no es ahora importante y la linca que corresponde a la ecuacion
guia se marca con (0'). Hemos supuesto hasta ahora que w es sufi-
cientemente pequefio para que la nueva linea csté fuera de las in-
tersccciones de las otras. S¢ ve facilmente como podriamos modifi-
car el M. V. G. o ¢l M. D. S. Como para hacer que (0) y (0°) coin-
cidan.

Nuestras primeras variables guias eran x4, x;, y x, y minimiza-
bamos C somctidas a cstas no-negativas. Esto nos tracria al pun-
to ¢, que da todos los puntos en el tridangulo formado por las li
neas (0°), (1) y (2), produce ¢l valor mas pequeiio de C. Estamos
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aqui a una distancia desde (1) y de aqui que x, sea la variahble
principal; estamos ahora en el lado no correcto de (4) y de aqui
que x, deba hacerse guia.

Nucstra proxima posicién es f° que de todos los puntos en el
“triangulo” (0'), (2), (4) hace C mas pequeno. Este triangulo esta
limitado por las tres lincas mencionadas, pero sc¢ apoyan sobre las
lineas sin som:brcar'iy es ilimitado, por tanto. En f° estamos a una
distancia (2) de aquj que x, se transforme en la variable principal;
debemos movernos ahora hacia el lado derccho de (5), de tal forma
que x; se transforme en guia. Esto nos trac, finalmente, a C. Este
punto se apoya sobre el triangulo (0°), (4), (5) sobre el lado derecho
de todas las lineas e indica x, como variable principal.

Vajoa



